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PLAN ET RESUME DE LA THESE
Le présent travail étudie le mouvement des satellites galiléens par voie
analytique et donne la solution sous la forme des inégalités du mouvement
exprimées en séries quasi-périodiques du temps. Il contient quatre chapitres :
Le premier chapitre présente la méthode adoptée. Les variables non
singulières utilisées sont des expressions simples des éléments d'orbite.
Elles facilitent l'étude du mouvement à très longue période du système. La
méthode donne d'abord une solution intermédiaire par intégration des termes
dépendant explicitement du temps; ensuite une solution variationnel1e qui
tient compte des excentrités propres et des inclinaisons propres des orbites.
Le deuxième chapitre donne le développement de la fonction perturbatrice
et la formation des seconds membres des équations. La fonction perturbatrice
provient de trois actions : l'interaction entre les satellites, l'action du
renflement équatorial de Jupiter et l'action du Soleil.
Le troisième chapitre expose les divers traitements utilisés dans la
résolution des équations et donne des extraits des résultats les plus
significatifs de la solution, notamment les contributions aux ordres élevés
dans la solution intermédiaire, une nouvelle solution de l'équation de la
libration, une première approximation de la solution variationnelle, la
formation et l'intégration des termes de degré élevé parmi lesquels les
inégalités de de Haerdtl sont complétées par de nouvelles contributions issues
d'un développement plus poussé.
Le quatrième chapitre réexamine de façon détaillée le calcul des
inégalités dues aux perturbations solaires et le choix d'une théorie du Soleil
jovicentrique. Ce chapitre contient dans la première partie des tables de
comparaison des extraits de résultats obtenus à ceux des théories connues et
dans la deuxième partie le développement d'une théorie planétaire à solution
quasi-périodique. La théorie relative au mouvement de Jupiter obtenue sera
utilisée comme théorie du Soleil jovicentrique dans le calcul des effets de la
perturbation solaire sur le mouvement des satellites galiléens.
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ABSTRACT
This thesi5 présents a study of the motion of the Galilean
Satellites by analytical method. The solution gives the inequalities of
the motion in the form of quasi-periodic sériés of time.
In chapter 1 we introduce the adopted method. The non-singular
variables used in this work are simple expressions of the orbital
éléments. They facilitate the study of the long period évolution of the
orbits of the System. The method gives, in t,he first stage, an
intermediary solution supplied by the intégration of ail the terms which
dépend on time explicitly, and in the second stage, a variational solution
which takes into account the free eccentricities and the free inclinations
of the orbits.
In chapter 2 we develop the perturbation function and the second
member of the motion's équations. The considered perturbation function
arises from three actions : the interaction between the satellites, the
action of the équatorial bulge of Jupiter and the Sun's action.
In chapter 3 we expose the different treatments used in the reso
lution of the équations and give some extracts from the most significant
results; in particular, the contributions to the high orders of the
intermediary solution, a new solution of the libration's équation, the
first approximation of the variational solution and the terms of high
degrees of eccentricities and inclinations, among which de Haerdtl's
inequalities are given with supp1ementary terms.
In chapter 4 we présent the calculation of the inequalities due to
solar perturbations. This chapter contains, in the first part, a
comparison of the results obtained with those of known théories, and in
the second part the development of a new theory of the four great planets.
The theory of Jupiter will be used as a jovicentric solar theory for the
calculation of the perturbation of the Sun upon the galilean satellites.
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INTRODUCTION
Parmi les seize satellites connus de la planète Jupiter, les quatre
plus gros ont été observés pour la première -fois par Galilée en 1610. Les
magnitudes visuelles de ces quatre satellites sont respectivement 5,0 ,
5,3 , 4,6 et 5,6. Les découvertes des autres satellites ont eu lieu
beaucoup plus tard du fait que ceux-ci sont de loin plus petits; leurs
magnitudes visuelles sont toutes supérieures à 13. Dans l'étude du
mouvement du système des quatre satellites galiléens, on ne tient pas
compte de la présence des petits satellites, car la masse la plus élevée,
celle de J5 est encore plusieurs milliers de fois plus faible que celles
des satellites galiléens.
Nous abordons, dans cette introduction, le résumé des partieu 1arités
et des principales théories du mouvement de ces quatre grands satellites.
PARTICULARITES DU SYSTEME DES SATELLITES GALILEENS.
1. Les mouvements des satellites galiléens ne peuvent être étudiés un à
un, de façon séparée, en raison de l'existence des perturbations mutuelles
dues à leurs masses non négligeables devant celle de Jupiter. Les
excentricités des orbites sont faibles; les inclinaisons des orbites sur
l'équateur de Jupiter sont petites, la somme des amplitudes des termes en
o
latitude du satellite le plus incliné, Callisto, n'atteint pas 0,8 . Pour
ces raisons, on assimile souvent ce système à un modèle réduit du système
planétaire. Mais la similitude se limite là, car les distances faibles
séparant les satellites de Jupiter (de 5,9 à 26,4 fois le rayon équatorial
de Jupiter, figure 1) ne permettent pas de considérer le corps central
comme un point matériel dans l'étude théorique du mouvement du système. La
forme très aplatie de Jupiter (aplatissement = 1/15,2) joue un rôle
dominant dans les mouvements des grands axes et des noeuds des orbites des
satellites. Une troisième source de perturbation importante est due à
l'attraction du Soleil.
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Fig. 1
Le système des satellites galiléens projeté
sur le plan équatorial de Jupiter : Les
distances moyennes séparant les satellites
de Jupiter sont données en rayon équatorial
Ae de la planète.
Table 1
Sat.J1 Sat.J2 Sat.J3
Excentricité induite
Valeur maximum de l'excen-
0,0041 0,0094 0,0006
cité formée à partir des
excentricités propres.
, f B f oOOO 0,0005 0,0021
Dans le domaine des perturbations mutuelles, on peut relever deux
parti cularités provenant de l'interaction très forte entre les trois
premiers satellites : prédominance de certaines excentricités dites
induites sur les excentricités dites propres relatives au mouvement
d'oscillations libres des orbites (exemple : Table 1) et l'existence d'une
libration entre les longitudes moyennes des trois premiers satellites. Des
explications plus détaillées seront données dans la suite.
2. Au sujet de la première particularité, Sampson a donné son avis sur
le choix d'une approche à utiliser dans la construction d'une théorie du
mouvement des satellites galiléens. D'après lui (Theory, 1921, page 4), la
méthode de variation des éléments elliptiques ne serait pas adaptée, car
7
les perturbations ont dépassé largement en amplitude les termes principaux
dus à l'existence des excentricités propres des orbites, auxquels elles
devraient simplement être ajoutées comme des corrections» Ce jugement est
sévère, car la somme des termes de deux groupes reste bien inférieure aux
excentricités connues des planètes (0,093 pour Mars et 0,206 pour
Mercure). Or on sait que même pour ces grandes excentricités, les théories
planétaires utilisant la méthode de variation des éléments elliptiques
donnent des résultats excellents.
3. On peut illustrer le rôle joué par le terme résonnant, donnant lieu
à cette excentricité induite, à côté du rôle des termes dus aux
excentricités propres, en relevant dans la série obtenue comme solution
pour la variable relative au mouvement du grand axe du satellite J1 les
termes suivants î
X 3 = 0,0000465 expiTI^
+ 0,0000015 expitl2
+0,0000516 expiT!3
+ 0,0000259 expiTT^
+0,0041562 expi (-L,+2L2).
Dans la notation utilisée, la variable citée X3 a pour expression
e.expiôj. e, Û3 représentent l'excentricité et la longitude du périjove
oscul atr i ces. Les arguments des termes à très longues périodes Tl, , TT2 , Tl3 ,
TT^ sont des expressions linéaires du temps dont les coefficients sont
obtenus par calcul et dont les phases sont issues d'une comparaison à
l'observation. Le coefficient du premier terme est l'excentricité propre
du satellite 1» Les trois autres sont dus à la présence des excentricités
propres des autres satellites. Lj et L2 représentent les parties linéaires
du temps des longitudes moyennes des satellites J1 et J2.
On se trouve devant 4 termes à très longues périodes, à coefficients
dépendant des excentricités propres des satellites. L'amplitude du
cinquième terme (excentricité induite) est de loin plus grande que la
somme de celles des autres. Ce terme est appelé induit car les variables
angulaires figurées dans son argument sont de courtes périodes. Certains
auteurs appellent ces deux types d' excentricités les pseudo-excentrici tés
pour bien marquer la différence existant entre elles et l'excentricité
osculatrice de l'orbite. Le terme forcé considéré ici est un terme à
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Fi g.2 Disposition approchée des lignes de
conjonction des trois premiers satellites
et des grands axes des orbites.
longue période; sa fréquence -N,+2N2 a une valeur très faible du fait que
le moyen mouvement N1 de J1 est à peu près deux fois plus grand que N2 de
J2. L'axe porteur de ce terme ou la ligne passée par le centre de Jupiter
ayant la direction définie par son argument, est aussi la ligne de
conjonction des deux satellites. Elle a un mouvement lent, mais
comparativement plus rapide que les axes des mouvements propres. Ce
mouvement est rétrograde et fait une révolution complète en 487 jours.
Dans le cas du satellite J1, l'excentricité induite est importante.
Son amplitude dominante est 33 fois plus grande que la somme de celles de
quatre termes correspondants du mouvement libre, le grand axe osculateur
de J1 se trouve alors très proche de la ligne de conjonction de J1 et J2.
L'excentricité induite est également dominante dans le cas du
satellite J2. L'axe porteur du terme forcé correspondant est très proche
de la ligne de conjonction des satellites J2 et J3. Cette ligne de
conjonction régresse à la même vitesse que celle du couple (J1,J2). Sur
deux révolutions, J2 se place en situation de conjonction deux fois avec
J1 et une fois avec J3. La direction de cette conjonction J2-J3 se trouve
à peu près à 180° par rapport à la dernière conjonction de J1 -J2 qui la
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précède, vue de Jupiter. La disposition des orbites des trois premiers
satellites peut être présentée sommai renient par la -figure 2, dans
laquelle, on peut voir .qu'à tout instant, le périjove de l'orbite du
satellite J1 se trouve à 180°de celui du satellite J2; par contre celui du
satellite J3 n'est aligné conjointement par rapport à aucun des deux
autres car son excentricité induite est -faible.
C'est dans cette disposition particulière que la distance entre les
deux satellites se trouve la plus -faible au moment de leur conjonction,
non seulement en raison des longitudes identiques mais aussi A cause de
l'alignement du périjove de J2, de l'apojove de J1 et de Jupiter.
4. Il est intéressant de voir, à titre de comparaison, les amplitudes
de telles composantes dans un cas d'une interaction moins forte de type
planétaire comme celui de Jupiter dans son mouvement héliocentrique. Pour
la même variable X3 ou e.expitô osculatrice représentant le mouvement du
grand axe de l'orbite héliocentrique de Jupiter, on voit la petitesse des
termes forcés à côté des quatre principaux termes à très longues périodes
du mouvement propre :
mouvement propre : -
+
+
mouvement forcé +
+
0,0157 exp i TT5
0,0444 exp iff6
0,0018 exp iïï7
0,0001 ex p ifIQ ,
0,0007 exp i(-L5+2L6)
0,0001 exp i(-2L5+3L6),
où les arguments Tf5,ïï6 , ïï7 , T70 des termes à très longues périodes sont
déterminés d'une façon identique à celle du cas des satellites galiléens
déjà abordé; L5 et L6, les longitudes moyennes héliocentriques de Jupiter
et de Saturne.
5. Les trois premiers états de proche-résonance des satellites
galiléens (Table 2) donnent naissance à des excentricités induites
importantes. Dans le cas du satellite 4, l'unique groupe d'arguments de
proche-résonance 3L3 -7L4 apparaît à partir du degré 3 des excentricités
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Table 2
Satel1i tes Angle critique état
J1 et J2 L,-2L2
J2 et J3 L2-2L5 proches résonances;
J3 et J4 3L3-7L4.
4
J1, J2,J3
\
Ll-3L2+2Lâ
O
libration autour de 180.
et des inclinaisons dans les équations relatives aux mouvements des grands
axes et des plans des orbites, et à partir du degré 4 des mêmes variables,
dans les équations des longitudes et des moyens mouvements,
Les fréquences de ces arguments de proche résonance sont faibles
mais non nulles. Elles ne créent pas une situation de divergence de la
solution. Il en est autrement avec la libration. A la collection des
termes du développement, on obtient des arguments, combinaisons des
longitudes des trois premiers satellites, de la forme k(X,-3À2 +2À3 ),
toujours proche de k.l80°, où k est un entier positif ou négatif.
La fréquence de ce terme n'est pas une simple combinaison des moyens
mouvements moyens des trois premiers satellites s
k(N,-3N2+2N3),
qui est nulle mais contient une autre composante provenant de la
libration. L'argument ci-dessus peut s'écrire sous une forme plus
détaillée :
ou encore
k (Lt -3L2 + 2Lâ+£ ) ,
k( (L1+Qt£)-3(L2 + Q2^)+2(L3 + Q3^) ) ,
dans laquelle £ est la longitude de la libration. Elle est périodique et
d'amplitude faible. , Q2 , Q3 sont des facteurs de répartition de la
longitude de la libration. Ce sont des constantes définies par le calcul
vérifiant l'expression s
Qf -3Q2+2Q3= 1.
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La théorie permet de calculer la -fréquence de l'argument S . Le
dépouillement des observations déterminera ensuite les deux constantes
d'intégration qui sont l'amplitude et la phase de la libration.
C'est dans ce cas de résonance exacte qu'on n'obtient pas
directement les effets sous la forme de termes périodiques à arguments
bien explicités en fonction du temps comme dans les cas non résonnants ou
proche-résonnants. La technique de traitement consiste à isoler les termes
portant des arguments résonnants et leurs harmoniques pour un traitement
annexe dans la solution intermédiaire et un traitement associé à d'autres
arguments à longues périodes dans la solution variationnel1e=
LES PRINCIPALES ETUDES THEORIQUES DU MOUVEMENT DES SATELLITES GALILEENS.
6. Les périodes d'évolution des satellites autour de Jupiter sont
petites. Si on compare celle de Io (1,77 jours) à celle de Jupiter (4333
jours), on voit qu'une durée de validité de 1000 ans d'une théorie des
planètes extérieures correspond à une durée de validité réduite à 5 mois
d'une théorie du même type dans le cas des satellites galiléens. Ceci
explique pourquoi les théories du type séculaire ne conviennent pas à la
représentation des mouvements des satellites galiléens. Ainsi des théories
donnant des coordonnées sous la forme des séries de fonctions quasi-
périodiques du temps ont été construites afin d'assurer une bonne
représentâtion du mouvement sur de très longues durées.
Les travaux théoriques qui ont abouti à la construction
d'éphémérides peuvent être classées en deux groupes d’après le type de
variables utilisées :
. Théorie de Laplace (1795) et les raffinements de Souillart
(1865,1894), traitent le problème par la méthode de variation de
constantes arbitraires;
. Théorie de Sampson (1921) et les développements très étendus de
Lieske (1973, 1974, 1975, 1976) traitent le problème par le calcul
des perturbations des coordonnées cylindriques moyennes.
La théorie de Laplace (1795) est la première théorie complète
incluant le traitement théorique de la libration. Elle donne l'expression
liant les longitudes moyennes des trois premiers satellites s
L,-3L2 +2La= 180 ;
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Ce qui implique une deuxième relation entre les moyens mouvements
moyens :
Nf~3N2+2N3= 0.
qui est valable aussi bien pour les moyens mouvements synodiques que pour
les moyens mouvements sidéraux. Laplace adopte l'orbite plane de Jupiter
autour du Soleil comme plan de référence. En raison des inclinaisons
modestes, de l'ordre de 3°, des orbites sur ce plan, le développement de
la théorie n'a pas rencontré de gros inconvénients aux degrés faibles des
excentricités et des inclinaisons. Les tables issues des résultats de la
théorie de Laplace, permettant le calcul des éphémérides, sont celles de
Delambre (1817), obtenues à partir de l'analyse de plus de 6000 éclipses
observées et celles de Damoiseau (1836) à partir d'un plus grand nombre
d'observations d'éclipses. L'amélioration de la précision obtenue par
Damoiseau est pourtant modeste. Les affinements théoriques de Souillart
ont porté principalement sur les termes quasi-résonnants, sur l'effet des
termes critiques dans le mouvement à très longue période des périjoves et
sur les effets des perturbâtians des planètes extérieures sur l'orbite
plane de Jupiter. Son travail, suivi des compléments de Tisserand (1896),
constitue la première théorie analytique complète du mouvement des
satellites- galiléens. Malheureusement, les données prises pour base de ses
calculs ne sont pas très précises. Les tables de Damoiseau (1836),
prolongées par d'autres astronomes ont été utilisées jusqu'au début de ce
siècle.
D'après Sampson (1921), la méthode de variation des éléments
elliptiques n'est pas adaptée à la construction d'une bonne théorie des
satellites galiléens. Sa théorie calcule les variations des coordonnées
équatoriales moyennes des satellites. Le plan de référence est l'équateur
mobile de Jupiter. Le plan auxiliaire est l'orbite de 1900,0 de Jupiter
autour du Soleil. Les fonctions perturbatrices sont développées jusqu'au
degré 2 des variables-coordonnées sous forme analytique, mais les masses
introduites dans le développement sont numériques. La solution ne dépend
pas seulement des constantes arbitraires mais aussi des données d'un autre
type. Ce sont des séries approchées représentant les variations
périodiques des coordonnées, celles que la théorie cherche à établir. Le
traitement débouche ensuite sur la détermination des masses au moyen des
résultats fournis par l'observation. Le travail d'origine de Sampson et
les reprises récentes du travail (Sagnier, Vu,1974), (Lieske, 1977) ne
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donnent pas des masses assez proches de celles connues aujourd'hui. Au
moyen des développements très poussés et de l'introduction des paramètres
auxiliaires traduisant les écarts relatifs à tous les paramètres du
problème et en particulier ceux relatifs aux masses, Lieske a réalisé une
théorie très performante. Dans son travail d'extension de la théorie de
Sampson, des variables elliptiques ont été utilisées pour le calcul du
groupe de termes de degré 4 des excentrici tés qui était absent dans la
version d'origine de Sampson (termes de de Haerdtl, Lieske 1973).
Dans le but d'améliorer les éphémérides, Arlot (1982) utilise les
séries de la théorie de Lieske. Les nouvelles constantes d'intégration ont
été déterminées à partir d'un ajustement sur un vaste ensemble de séries
d'observations photographiques. La théorie obtenue est baptisée G-5. Cette
théorie et la version E-2 de la théorie de Lieske sont actuellement les
plus précises.
Les principales autres études théoriques ne visant pas toutes la
construction d'éphémérides sont ceux de de Sitter (1918 à 1931), de
Marsden (1966), de Ferraz-Mello (1966,1975, 1979) et de Brown (1976,1977).
De Sitter (1918) introduit une solution intermédiaire comprenant
uniquement des termes dont les arguments sont des combinaisons de ceux du
type excentricité forcée que nous avons mentionnés plus haut. Les orbites
intermédiaires planes des trois premiers satellites sont alors des
ellipses d'excentricités constantes (exemple : excentricité forcée du
satellite 1, tableau 1). Du fait que l'on ne tient pas compte des autres
termes à cette étape préliminaire; les grands axes des orbites
intermédiaires sont confondues. Les mouvements vrais sont calculés ensuite
comme des perturbations des orbites intermédaires.
Marsden (1966) applique la méthode de transformations canoniques de
Delaunay à ses équations exprimées sous forme hamiltonienne. Elles sont
résolues par approximations successives donnant les principales
caractéristiques du mouvement. Le nombre élevé de 26 variables du système
des satellites galiléens est la difficulté majeure de cette méthode, car
elle est habituellement employée pour traiter des système différentiels à
6 variables au plus.
Ferraz-Mello (1966) donne une théorie utilisant les variables de
Hill. Le calcul des perturbations utilise des paramètres représentant les
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distances moyennes et corrigées des satellites à Jupiter. Ces valeurs sont
obtenues à partir des moyens mouvements observés et corrigées des
perturbations séculaires importantes. Sa méthode cherche à obtenir dès la
première approximation les principales inégalités du mouvement. Les
coefficients du temps des arguments utilisés sont des constantes ce qui
évite les problèmes créés par des fréquences variables des approches
usuelles. Par la suite, Ferraz-Mello a publié plusieurs articles sur la
résonance et un traité sur la Dynamique du système des satellites
galiléens (1979).
Dans un objectif précis d'une étude sur l'évolution à longues
périodes du système des satellites galiléens, Brown (1976) utilise les
éléments képlériens modifiés comme variables indépendantes du problème de
manière à obtenir directement toutes les informations sur la dynamique des
orbites.
Sagnier (1981) propose une méthode pour le développement d'une
théorie générale analytique des satellites galiléens. Cette méthode est
largement appliquée ici, notamment dans le choix des variables, de la
forme des équations et des changements successifs des variables conduisant
à la solution.
Duriez (1982) donne une application de sa théorie planétaire au cas
de la résonance laplacienne des satellites de Jupiter. Dans ce travail,
les termes de résonance sont traités en même temps que les termes
autonomes, indépendants explicitement du temps, dans un système
d'équati ons uni que.
Henrard (1984) étudie la résonance laplacienne par le calcul de la
perturbation de la fonction hamiltonienne. Le résultat obtenu est valable
également dans le cas d'une résonance à grande amplitude.
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Chapitre 1
METHODE UTILISEE
Ce chapitre expose la partie théorique de la méthode et le
traitement i nf or mat i que utilisés dans la construction d'une théorie
générale à solution quasi-périodique des satellites galiléens.
La première partie parle des contraintes du problème à résoudre et
le découpage de la solution choisie. Elle donne ensuite le vocabulaire,
les abréviations utilisées et une description du traitement infor matique.
La deuxième partie donne les équations générales du mouvement et les
approches utilisées dans le traitement de ces équations. La résolution des
équations commence par le calcul de la solution intermédiaire non
résonnante, puis par la formation et la résolution de l'équation de la
libration. Le traitement utilise dans la suite trois changements
successifs de variables dans la formation et la résolution du système des
équations variationnnel1 es. Lors de la présentation des résultats des
chapitres 3 et 4,'de nombreux compléments théoriques seront donnés pour
exposer d'une façon concrète la démarche conduisant à ces résultats.
CONTRAINTES DU PROBLEME ET CHOIX DE Lft SOLUTION.
7. Dans l'étude du mouvement d'un système constitué d'astres à évolution
très rapide comme le système des satellites galiléens de Jupiter, il
convient de construire une théorie générale à solution quasi-périodique
afin d'en obtenir une validité sur de très longues durées. L'analycité par
rapport aux masses et aux autres constantes physiques des expressions du
développement présente un intérêt théorique important, car elle facilite
l'identification des origines et des ordres des différentes contributions
dans la phase de la construction de la théorie comme dans celle de son
utilisation. On conserve ainsi à côté des coefficients numériques des
termes issus du développement, les traces de ces paramètres. Un autre
avantage est la possibilité d'étudier par la suite la variation de la
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solution en -fonction du choix des petits paramètres du problème.
Les excentricités propres des orbites sont faibles; les inclinaisons
de celles-ci sur l'équatèur de Jupiter le sont également. Ce qui permet de
découper le travail de construction de la théorie en deux phases
principales : Dans la première phase, on néglige les excentricités propres
et les inclinaisons propres des orbites et on cherche la première solution
approchée du mouvement. Cette solution intermédiaire détermine une famille
d'orbites ayant les mêmes moyens mouvements et les mêmes longitudes
moyennes à l'instant initial que le système réel étudié. La deuxième phase
tient compte de l'existence de ces paramètres excentricités et
inclinaisons. Elle détermine parmi les groupes d'orbites de cette famille
celui qui correspond aux mouvements réels des satellites. A côté de cette
ligne directrice, les options théoriques seront présentées dans les pages
suivantes par l'exposé du choix des variables, de la façon d'aborder les
différentes approches de la solution et du traitement des cas singuliers.
On peut envisager un autre découpage plus proche de la construction
réelle de la théorie: la solution intermédiaire constitue la première
étape; la deuxième phase citée ci-dessus sera réalisée en deux autres
étapes : la solution du système linéaire et le traitement des termes non
1i néai res.
L'étude théorique consiste à construire des séries quasi-périodiques
par rapport au temps représentant les variations des éléments képlériens .
Dans le cas non perturbé, le mouvement d'un satellite donné est connu par
les trois composantes de son vecteur position r et trois composantes de
son vecteur vitesse V . Ce même mouvement peut également être défini par
les six éléments de son orbite :
Le demi grand axe a,
la longitude moyenne à l'instant initial t=0 E,
l'excentricité de l'orbite. .... e,
la longitude du périjove U),
l’inclinaison de l'orbite sur le
p 1 an de réf érence I ,
la longitude du noeud ascendant sur ce plan .12.
Les trois longitudes sont mesurées à partir d'une direction fixe Jx. Les
coordonnées rectangulaires du satellite considéré peuvent être écrites en
fonction des éléments de l'orbite au moyen des relations :
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x = r cos.fl cos ( v + ü; -fl ) - cos I. si nfï si n ( v + ü3 -Q. ) ,
y = r si nfl cos ( v + ü3-ft ) + cosl. cosQ si n (v + üô-12 ) ,
z = r sin I. sip (v + ü3 -SI ) ,
r = a(1-e2)/(1+e.cosv) ,
v = M + (2e- ~)sinli + (| ez - ^e4)sin2M + ... ,
M = N(t-to).
où v représente l'anomalie vraie du satellite, M son anomalie moyenne et
N, son moyen mouvement moyen. Inversement, les éléments de l'orbite sont
des -fonctions des vecteurs "r" et V :
T = X (r , tj ).
L'étude du mouvement perturbé repose sur la variation des éléments
orbitaux en fonction des variations des vecteurs position et vitesse au
moyen des théories de perturbation. Les équations (7) qui suivront sont
établies dans ce but. Ce sont des équations de Lagrange écrites avec les
variables définies par la suite dans (4) et (6). Ces variables
représentent des petites quantités et sont choisies de telle sorte que
leurs expressions permettent d'éviter des singularités dans l'expression
des seconds membres des équations.
VOCABULAIRE. ABREVIATIONS ET TRAITEMENT INFORMATIQUE
8. Ce paragraphe donne la définition des termes couramment employés dans
le texte et les traits essentiels du traitement informatique.
VOCABULAIRE,
a. Variables képiériennes.
Les positions et les vitesses des quatre satellites galiléens sont
définies par les 24 fonctions inconnues du temps Xpj (p = 1 , ...6 , numéro
d'équation, j=l,...4, numéro de satellite), liées de façon simple aux
éléments képlériens classiques de leurs orbites. L'indice p est omis quand
sa présence n'est pas nécessaire à la compréhension du texte. Elles
appartiennent aux trois types (précisés dans le paragraphe 10):
- variable de circulation Xi. : la longitude moyenne osculatrice;
- variable de fréquence X2: le moyen mouvement osculateur;
- variables neutres :
X3, fonction complexe dont le module est l'excentricité et
l'argument, la longitude du périjove;
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, la conjuguée de X3;
X5, -fonction complexe dont le module est la -fonction sinus
de l'inclinaison et l'argument, la longitude du noeud de
1 'orbite;
X6 , la conjuguée de X5 .
Le travail de développement sera -facilité par l’utilisation de deux
variables auxiliaires réelles 51 et Ç2 représentant de petites quantités
liées à Xi et X2 d'une -façon simple par les relations (6) données dans la
suite.
b. Variables liées au mouvement du repère utilisé.
Les deux variables supplémentaires, du type neutre, qui définissent
l'orientation de l'équateur de Jupiter, constituent deux nouvelles
fonctions inconnues supplémentaires.
c. Paramètres constants.
Ils définissent l'ordre de grandeur des perturbations. Ce sont :
- les masses mj (j=l,..4) des satellites qui sont des petites quanti
tés à côté de celle de Jupiter prise égale à l'unité.
- des combinaisons des harmoniques zonaux J^ du développement du
potentiel de Jupiter, avec les distances des satellites au centre de
la planète rapportées à son rayon équatorial Ae :
apparus dans la partie de la fonction perturbatrice provenant de
l'action du Soleil. Ils sont plus faibles que les masses des
satellites môme en présence de la masse du Soleil Ms , car le carré
du rapport de la vitesse angulaire du Soleil à celui du satellite j
est très faible.
d. Paramètres variables.
Les positions des objets extérieurs au système jovien sont définies
par des fonctions connues du temps : les éléments képlériens du Soleil, la
longitude moyenne de Saturne etc...
les facteurs :
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e. Terme, coefficient, facteur variable et argument
Lors du développement préliminaire, les paramètres, les variables et
les fonctions du temps apparafssent sous là forme littérale. Un terme est
alors une expression monôme, composée de trois facteurs :
- un coefficient numérique et littéral,
- un facteur variable littéral, produit de variables dont
chacune est dotée d'un exposant positif ou nul,
- une fonction exponentielle ou trigonométrique d'un argument
dépendant du temps d'une façon explicite.
Les traitements par substitution font disparaître le facteur variable
littéral et par suite, la solution ne contiendra que des termes à profil
très simple formé d'un coefficient et d'une fonction explicite du temps.
Au cours du développement de la solution, nous utilisons également
les adjectifs "préliminaire" et "substitué" pour désigner les deux états
possibles des seconds membres des équations.
f. Caractéristique et harmonique.
Un terme est lié explicitement au temps par son argument, constitué
d'arguments élémentaires qui sont des fonctions linéaires du temps. La
caractéristique de ce terme est la somme des coefficients des arguments
élémentaires. Un argument de la forme kod est un harmonique de l'argument
0i.
g. Ordre et degré.
Les définitions des variables et des paramètres sont telles que ces
quantités sont petites. Dans ces conditions, la petitesse d'une expression
monômiale de ces quantités sera qualifiée par son ordre et son degré:
- ordre = somme des degrés des paramètres constants formant le
coefficient littéral du terme;
- degré = somme des degrés des variables et des paramètres
variables contenus dans le facteur variable littéral du terme.
Dans certains cas particuliers, le nom du type de variable
sera précisé, notamment lors de la collecte des termes formant
le système autonome ou le système critique.
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h. Equations du mouvement képlérien.
Quand les paramètres constants et les variables sont nuis, c'est à
dire quand il n'y a pas de perturbation, les éléments képlériens vérifient
un système différentiel linéaire à coefficients constants :
(1) 4r X - J.X = 0.
Qt
i. Equations du mouvement perturbé.
Si les paramètres constants ne sont pas nuis, les éléments
képlériens vérifient un système de la forme :
(2) — X - J.X = F,
dt
où J est une matrice constante. F dépend du temps, des variables et des
paramètres; elle est développable en série de monômes de ceux-ci. Chaque
terme du développement de F a donc un ordre, un degré et une
caractéri sti que.
j. Constantes arbitraires
Le but final du travail est la construction d'une solution des
équations du mouvement perturbé dépendant du temps et de 26 constantes
arbitraires indépendantes. Les constantes arbitraires peuvent apparattre
comme des constantes d'intégration qui sont choisies plus tard ou être
introduits autrement comme les longitudes moyennes et les moyens
mouvements.
k. Solution intermédiaire non résonnante.
Par intégration des termes dépendant du temps de façon explicite du
système différentiel (2), on obtient une famille de solutions qui ne
dépendra que de six constantes arbitraires indépendantes qu'on a déterminé
d'une manière préalable. Ce sont les 4 longitudes moyennes à l'instant t=0
et les 4 moyens mouvements moyens. Comme il existe deux relations de
Laplace reliant les longitudes d'une part et les moyens mouvements d'autre
part des trois premiers satellites, le nombre de constantes arbitraires
indépendantes de cette solution se réduit à 6. Elles sont introduites lors
de la définition des éléments képlériens (et non comme constantes
d'i ntégrat i on).
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l. Solution intermédiaire résonnante.
La solution intermédiaire résonnante est une extension de la solution
intermédiaire non résonnante. Elle dépend de huit constantes arbitraires
indépendantes. Les deux nouvelles constantes sont l'amplitude et la phase
de la libration.
m. Solution variationnelle.
On -forme ensuite, par changement de variables, le système
d'équations variationnelles constituées de termes dépendant également des
variables excentricités et inclinaisons du système différentiel (2). De ce
nouveau système, on extrait une partie autonome, qui ne dépend pas
explicitement du temps; c'est le système autonome dont la résolution donne
la solution à très longue période. La connaissance de cette solution
permet de développer les termes du système variationnel qui dépend à la
fois des variables et du temps par 1 ' intermédiaire des longitudes moyennes
contenues dans leurs arguments. Le résultat s'obtient ensuite par
intégration des nouveaux termes issus de ce développement. Aux ordres
supérieurs à 1, on parle souvent dans le cas des satellites galiléens d'un
système critique. C'est le système autonome complété d'un groupe de termes
importants apparus dès l'ordre 2. Ils sont dits critiques car ils sont
générés par des termes importants ayant dans leurs arguments la
commensurabi1ité (1,-2) des longitudes moyennes associées ou non à un
argument à très longue période. Lors des traitements par substitution,
certaines combinaisons d'arguments font dispara i'tre les longitudes
moyennes et donnent naissance à des termes critiques qui portent seulement
des arguments à très longue période comme ceux issus de la solution du
système autonome.
n. Abréviations.
i représente \J -1,
E matrice colonne des longitudes moyennes à l'instant initial.
m ..... ensemble des paramètres constants, composés des masses et
des quantités assimilées provenant de harmoniques zonaux.
N ..... matrice colonne des moyens mouvements Nj , j=l à 4.
X matrice colonne de variables elliptiques,
Re() .. partie réelle de l'expression (),
Im() .. partie imaginaire de l'expression (),
Séc().. partie séculaire de l'expression (),
J1 , J 2, J 3, J4 les quatre satellites Io, Europe, Ganymède, Callisto.
-22
TRAITEMENT INFORMATIQUE.
9. Le travail soumis au traitement informatique comprend trois parties:
Conception du codage;
Introduction des données d'après les codes utilisés;
Construction des programmes de traitement.
a. Le codage.
Le traitement informatique est essentiellement un traitement de séries
dont le terme élémentaire a une structure mentionnée dans le paragraphe 8e
et décrite avec plus de détails dans le paragraphe 35. Il peut être
représentée par un certain nombre de mots de 4 octets dans le traitement
i nformati que.
Deux codes sont utilisés dans ce traitement :
Code A, utilisé dans la première phase du développement et de 1 a
formation des seconds membres des équations. On ne considère alors que
deux corps à chaque fois : l'astre perturbé (le satellite considéré) et le
corps perturbateur (un autre satellite, le Soleil ou le renflement
équatorial de Jupiter). Ce choix permet de limiter le nombre de mots
informatiques dans la représentâtion des quantités utiles : deux masses,
deux jeux de six variables relatives à ces deux corps et quatre autres
paramètres. Un terme occupe ainsi 4 mots :
Mot 1 et Mot2 Mot 3 Mot 4
Coefficient numérique
en double précision
Variab1 es littérales
et arguments.
dans lesquels le coefficient représenté en virgule flottante et en double
précision occupe deux premiers mots. Les mots 3 et 4 contiennent les
variables littérales, les arguments et quelques paramètres supplémentaires
utiles au traitement. La valeur absolue d'un nombre entier représenté par
si
un mot de 4 octets peut atteindre 2 -1 ou 2147483647. La codification
assigne aux paramètres représentés des zones numériquement bien délimitées
dans chaque mot. L'information se trouve dans le contenu de ces zones
ainsi définies. La valeur de ce contenu peut être ou bien un exposant
entier ( ^JM ) si la zone considérée est affectée à une variable, ou bien
un entier rationnel ( -€ Z ) si elle est destinée à représenter le
coefficient d'un argument élémentaire tel qu'une longitude moyenne par
exemple. On peut donc donner une valeur à ce contenu, la lire, la
i
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modifier; c'est à dire agir de différentes façons sur les paramètres
représentés. La même codification doit être conçue de façon à faciliter le
traitement informatique.
C'est dans la limite d'une valeur entière maximum pouvant être logée
dans 4 octets, c'est à dire 2147483647 de chaque mot informatique
utilisée, qu'on définit les zones affectées aux variables représentées. Le
mot 3 représente 10 variables :
les exposants e, , e2, ... e10 sont des entiers naturels. Chaque variable
peut porter un exposant maximum différent. La liste suivante donne, pour
chaque variable, les valeurs possibles que peut prendre son exposant et,
dans la dernière colonne, la valeur numérique de représentation d'une
unité de cet exposant.
Var i ab1e
exposant
possi b 1e
valeur unitaire
de 1 ' exposant
dans le codage
1 0 à 6 1
O
J- 0 à 6 7
3 0 à 8 -72/
4 0 à 8 72 x 9
' 5 0 à 8 72 x 92
6 0 à 8 72 x 9*
7 0 à 6 72 x 94
8 0 à 6 73x 94
9 0 à 8 74x 9a
10 0 à 8 74x 94
Ainsi, le mot 3 du terme contenant v2 v53 porte une valeur numérique égale
à la somme 2x1 + 3x(72x92), car la valeur unitaire de l'exposant de la
variable v1 est 1, celle de la variable v5 est 72x 92. Le contenu du mot 3
qui représente ces deux variables élevées aux exposants donnés, vaut alors
11909. Le décodage partiel ou total se fait très simplement par des
opérations inverses. Considérons maintenant un autre terme contenant par
exemple v1 v^2 , son mot 3 vaut alors l+2x(72x9> = 883. Le produit de deux
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termes donne la combinaison vf v * v| dont la représentation numérique est
simplement 11909+883. Le traitement informatique se fait donc très
rapidement, on doit seulement fait attention au dépassement possible de la
valeur de chaque exposant. Les tests de dépassement de capacité sont alors
inclus dans les sous-programmes de traitement.
Le mot 4 a une configuration différente du mot3; il représente 2
variables et 6 paramètres. Les contenus de deux paramètres peuvent prendre
des valeurs allant de -24 à 24 pour représenter les coefficients des
longitudes moyennes dans l'argument de chaque terme.
Ce code utilisant des dimensions réduites permet de faire un
développement économique pendant la première phase du traitement.
Code B. Lors des opérations de substitution accompagnant la montée
dans l'échelle des ordres du développement global, on est conduit à
introduire toutes les longitudes moyennes des corps considérés, toutes les
masses sous forme littérale ainsi que tous les jeux de variables
littérales. On doit également prévoir de la place pour loger d'autres
paramètres à introduire au cours du développement de la solution, tels que
les arguments relatifs au mouvement à très longues périodes des grands
axes et des noeuds des orbites, les excentricités propres et les
inclinaisons propres. Un terme occupe alors 9 mots, dont les deux premiers
sont réservés au coefficient numérique.
b. Introduction des données.
Les données peuvent être introduites dans le calcul sous la forme
des séries codées ou des séries à coder. Pour l'introduction de groupes
importants de séries, telles que les séries de coefficients de Laplace et
leurs dérivées, ou encore les séries de base mentionnées dans le
paragraphes 37; nous construisons d'abord, une fois pour toutes, ces
séries dans une étape préliminaire et les rangeons dans des fichiers à
accès direct pour pouvoir les utiliser d'une façon répétitive dans les
programmes de traitement par la lecture de ces fichiers.
c. Programmes de traitement.
Les programmes de traitement sont très variés suivant les résultats
cherchés. Une bibliothèque de sous-programmes est construite pour tous les
traitements courants. Ces routines appartiennent à plusieurs groupes :
Opérations : Addition, soustraction, multiplication des séries;
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substitution d'un paramètre par une série; dérivation et
intégration des séries etc ...
Calculs préliminaires : • routines pour la formation des séries des
coefficients de Laplace et leurs dérivées, calcul et formation
des séries de base etc ...
Gestion et entrées/sorties : Lecture des données sur fichiers;
écriture des résultats sur fichiers; impression des résultats.
Parmi les sous-programmes de gestion, le plus fréquemment
utilisé est le tri par dichotomie. Le tri conçu est du type
différé utilisant une zone de travail de faible dimension (32
termes) et une zone de réception de dimension variable. Au
début, la zone réceptrice a une dimension pouvant recevoir 64
termes. Quand le nombre de termes retenus dépasse ce nombre,
la zone réceptrice double automatiquement en dimension et peut
recevoir 128 termes, et ainsi de suite jusqu'à la dimension
maximum de 32768 termes dans le code A ou 8192 termes dans le
code B. Ces limites peuvent être modifiées facilement.
VARIABLES UTILISEES ET FORME LINEAIRE DU SYSTEME D'EQUATIONS.
10. Les variables utilisées appartiennent aux trois groupes :
X. = de circulation;
^2 ~ n! d e fréquence;
X 3 = e. expi lu , X^ = e. exp-îco 1
X5 = sinl.expi.f2 , Xg = si n I.ex p- iO. J 4 variables neutres
Cette distinction vient du travail de Sagnier (1981), dans lequel, les
variables sont classées suivant leur appartenance à trois sous-espaces
vectoriels différents. L'explication sera donnée à la fin de ce
paragraphe.
Dans les systèmes d'équations écrits sous forme matricielle, la
colonne de variables relatives aux quatre satellites est représentée
simplement par X. Dans le cas perturbé, an a le système :
X - J.X = F ( X , t;m)
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où m désigne l'ensemble des petits paramètres constants. La matrice J,
constituée d'éléments égaux à 0 ou 1, est de la forme:
0 1 0
(pxp) (pxp) px (d-2p)
0 0 0
(pxp) (pxp) p x ( d - 2 p )
0 0 0
-2p)x p ( d - 2 p ) x p (d-2p)x (d-
Dans le cas du système des satellites galiléens, le nombre de corps
du système est p=4, le degré du système est d=6p=24. Notons que J est
nilpotente ( J z = 0 ) et vérifie les expressions ;
( 1+J t)1 = 1-Jt,
exp Jt = 1+Jt.
Dans le cas non perturbé, la solution générale, en fonction de XQ pour t
nul est :
X = exp J t.X 0 = (l+Jt)X0,
dont une écriture plus explicite permet de mieux voir l'appartenance des
composantes à trois sous espaces vectoriels différents :
*1 = X1o + Xj^t,
< X 2 = X 2o J
Xj=Xj0, pour j=3 à 6.
t
La fonction affine du temps X1 est la seule partie variable de X. Il
appartient au premier sous-espace dit sous-espace de circulation. X2 étant
le coefficient de temps de X^ fait partie du deuxième sous-espace dit sous-
espace de fréquence; enfin, les autres composantes, n ' intervenant pas dans
l'expression des composantes de circulation, appartiennent au troisième
sous-espace dit sous-espace neutre.
LES EQUATIONS DU MOUVEMENT
11. D'après le schéma du développement de la solution en trois étapes
défini ci-dessus, la solution générale pour la variable X peut être
décomposée sous la forme d'une combinaison de quatre contribution s :
. la première composante £ est la solution non perturbée;
. la deuxième représente la partie perturbée de la solution quand les
excentricités et les inclinaisons propres des orbites sont ignorées.
Ces deux premières composantes forment la solution intermédiaire;
. la troisième représente la solution du système variationnel (de
degré 1 ici);
. la quatrième, le complément provenant des termes non linéaires par
rapport à ces mêmes variables.
Dans le cas non perturbé, le second membre de (2) est nul. Celle ci
devient :
i -js o-
La solution est de la forme :
X^= £ =(l+Jt).X(^= (1+Jt) .col ( E , N , 0)
= col(E+Nt,N,0) = col (L , N,t) ,
dans laquelle col(...) désigne la matrice colonne constituée des éléments
de 1'expression (...).
Cette solution est connue dès l'introduction de deux groupes de
constantes arbitraires E et N, et on peut définir les variables Y) par :
X -f*9 ,
soit :
II X 1 r~ Vz ~ n - N,
(4) = e. ex p i tu , ^4= e.exp-icô,
% = si n I. ex p iCl , = sinl.exp-ilT.
Les équations deviennent :
(5) ) - it) = F ( | + t) , t ; m ) .
Ce nouveau jeu de variables n'est différent de X que par les deux
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premières composantes :
=X,- L et V)z = X2- N,
La première variable est imaginaire et ne permet pas une manipulation
commode dans les opérations de développement. Ce travail sera -facilité par
l'utilisation de deux variables auxiliaires réelles :
(6) 5, = iï),= i(X,-L>, = 1-
Nous utilisons dans l'écriture des seconds membres les 4 dernières
variables X appartenant au groupe de variables neutres, les deux premières
sont remplacées par les variables auxiliaires réelles et Ç2 . Les
relations (6) permettent de -faire une conversion rapide de £ en X.
Les positions et vitesses des satellites sont rapportées au repère
jovicentrîque dont le plan fondamental est le plan équatorial de la date
de Jupiter. Le troisième axe est l'axe polaire de la date. Ce choix
présente deux avantages : le développement de la perturbation afférente au
renflement équatorial de Jupiter devient plus simple; ensuite, les
inclinaisons toujours très faibles des orbites des satellites sur ce plan
permet d"arrêter plus tôt le développement par rapport aux variables
d'inclinaison. Le système inertiel utilisé est le système équatorial ci-
dessus à une date choisie comme origine du temps t = 0. Le mouvement dans
l'espace du système équatorial est repéré par rapport à ce plan fixe
(Fi g.3 ) .
Orbi te du satel1i te
Equateur de Jupiter pour t = 0.
Fi g 3
Le second membre de chaque équation contient une partie principale
dérivant de la fonction perturbatrice et un supplément provenant du
mouvement du système de référence.
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EQUATIONS DU MOUVEMENT DES SATELLITES DANS LE REPERE MOBILE.
12. Dans la construction des seconds membres des équations, la partie la
plus important dérivant de la fonction perturbatrice R est donnée par :
V V N'V3[3f|24^<x3|jtx4|)4h»(x5gx6f)],
(7)
X2= iA
-2H!]-
V .fl „-2 •• #2>R I , . f y .«/y 3R 'àR \1
x3= lN eXplL L2g âX4~ '2Xâ5 ^t2xih lXS^ï+X6j56)J.
'/* 5? -X )1
nw, “wJr
v ÎR l „ i „ dR „ "^R
’Xc~ îN A expiL [ 2h’r?)y - 2 X5g ^ 2Xsh (x3^ h^
R représente la fonction perturbatrice; A, une constante proche du demi
grand axe de l'orbite déduite de N au moyen de la troisième loi de Képler
« • • •
Les équations X^ et X6 se déduisent par conjugaison complexe de X3 et X5
Les fonctions f, g*, h* g**et h**ont pour expressions:
f < s2)
%
= <1 + V •
g* ( s2,x3x4) = <1+S2/3 u-x3x4),/é,
h*<S2.x3x4,x5xfe) = U+S2$ U-X3X4r* (l-x5x6))4,
9**1 Ç,,x3x4) = 2<1+S2>^ (X3X4r( [ (1-X3X4 fi-<1-X3X4>] ,
»**< C2-X3X4,X5)^ ) = 2<l + 52£ (1-X3X4]’4(XSXS)' [(l-XjXg)*4 -ll-xsx6)]
EQUATIONS DU MOUVEMENT DU SYSTEME DE REFERENCE.
13. Deux équations supplémentaires relatives au mouvement du système de
référence complètent le groupe des équations des inclinaisons et
permettent ainsi d'obtenir l'ensemble de résultats concernant la
précession duquel on extraira le coefficient du temps Vq de la précession,
nécessaire à la formation du complément (7b) du système (7). Toujours
d'après Sagnier :
(7a)
üi JÏÏL
P i+mj <x5j
+
La sommation est faite sur les contributions de l'action des quatre
satellites galiléens ainsi que le Soleil. Dans cette relation,C représente
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le moment d'inertie de Jupiter par rapport à son axe de rotation, Nj , la
vitesse angulaire jovicentrique du corps extérieur, Aj , le demi grand axe
de son orbite, mj , sa masse; A€, le rayon équatorial et p la vitesse
angulaire de rotation de Jupiter. Les indices q sont affectés aux
variables du mouvement de l'équateur. La deuxième équation est la
conjuguée de (7a).
COMPLEMENTS DES SECONDS MEMBRES DES EQUATIONS DU MOUVEMENT PROVENANT
DU MOUVEMENT DU SYSTEME DE REFERENCE.
14. Considérons le système de référence animé d'une précession définie
par :
1=1*, et = ,
où Iq est une constante et i/q une fonction affine du temps de dérivée .
Le plan fondamental pourra être appelé équateur moyen de la planète.
D'après Sagnier (1981), les compléments ajoutés par cette perturbation
fictive sont :
Ce système admet la solution
x2 = 4l>q ,
X2= 0 ,
X3= 2i expiL.^,
= ~ i Vcq X6cj exp2iL.
bornée :
X1 =0, X2 ~ ^ > X3-2ex p i L , X5 X5q X$q ,
où XÇo est une constante d'intégration. Dans le cas d'un mouvement
apparent circulaire, de vitesse angulaire N, la trajectoire relative est
caractérisée par une vitesse angulaire et une excentricité définies par
les relations :
n = N-4Vq, e =-2-i.
En ce qui concerne les termes d'inclinaison, la solution X5=X5o-X5q.
traduit une translation d'axes : la nouvelle origine est repérée par X 5q .
et le pôle du plan de l'orbite avant le changement de repère par la
constante d'intégration X 5o .
31
EXPRESSION INTEGRALE DES EQUATIONS.
15. Le système différentiel (2) est équivalent au système intégral (9)
ci-dessous (Sagnier 1981)*:
(9) X = (1+Jt ) X •r-F(X,t;m)dC + J dt) F(X,r;m)dT,
où XD désigne la colonne des constantes arbitraires. Cette forme intégrale
permet de voir que le troisième terme du second membre, en raison de la
structure de J, n'existe que dans les composantes de circulation de X, et
c’est le seul dont le calcul exige une double intégration par rapport au
temps. Le premier terme, indépendant de F, constitue la partie non
perturbée; le second est qualifié de "perturbation normale" s'obtient
simplement par 1 ' intégration par rapport au temps du second membre du
système différentiel (2).
Si on sépare dans (9) les composantes relatives aux trois sous-
espaces, on aura les expressions :
X, = x* + V + f F (X,t;m)dC +
Jo
X2= X2o + [ F2<X,Ti;m)dt ,
“o
Xj = Xj0 +J Fj (X,r;,)dt , j
rt rtf
J dt' F2
Jo J
O
( x ,Tî m) dC,
= 3 à 6.
CONDITIONS DE QUASI-PERIODICITE.
16. Les constantes d'intégration étant arbitraires, le choix convenables
de ces quantités dépend de la forme quasi-périodiques de la solution
(Sagnier, 1981). On est amené à considérer les termes séculaires obtenus
dans les expressions des composantes de X. F étant quasi-pér i odique, X^
d'ordre k est la somme d'une fonction périodique et d'un polynôme de
second degré en t. On obtient des termes séculaires :
Séc(X^) = X&L X^t + <F^J>t +- <F^>t2 ,
(10) < SéciXj-1 ) «£ <F*>>t
Sécixf ) <rf» j = 3 à 6,
Où < > représente la partie constante du contenu et k, un indice désignant
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Oc)
l'ordre par rapport aux composantes de m. <F2 > n'apparatt pas dans le
développement car on l'obtient sous la -forme d'une série de fonctions
sinus dont la partie constante est nulle; le terme quadratique du second
00
membre de la première expression disparaît. Par contre, <F1 >, la partie
constante d'une série de fonctions cosinus existe et on doit compenser sa
présence par le choix :
-<FW>
*20 'N •’>
qui constitue une correction de fréquence d'ordre k par rapport aux
composantes de m.
Il reste à examiner la condition de quasi-périodici té des quatre
composantes neutres Xj (pour j=3 à 6). En considérant la manière dont est
00
construit le terme FV ', on constate que :
ne dépendent que des constantes libres X
La condition pour que Séc.X soit borné est
0)
10
?>F;
Wj
(0
«
qui est un système linéaire
déterminant n'est pas nul. Ces
en X-
à
que l'on sait résoudre puisque
conditions peuvent être résumées :
son
DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION.
17. La figure 4 donne le schéma du développement de la solution. On y
trouve, dans la première colonne, les jeux de variables utilisées; dans la
deuxième colonne, les systèmes d'équations correspondants; dans la
troisième colonne, les solutions correspondantes.
On intègre tout d'abord le système d'équations en X en négligeant
les exectricités propres et les inclinaisons propres. On obtient la
solution intermédiaire dépendant de 2p constantes arbitraires. Cette
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VARIABLES
ET CHAN
GEMENT DE
VARIABLES
X
---©-
I
Y
U
T. D.
T.K.
T.L. :
1g.A : SCHEMA DU DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION
SYSTEMES D'EQUATIONS
CORRESPONDANTS
Système d'équations générales
du mouvement :
SOLUTIONS
X - JX = F(X,t;m)
Solution Intermé
diaire ou solution
particulière quand
les excentricités
et les Inclinai
sons propres sont
nul 1 es.
degré = 1
SYSTEME D'EQUA.
VARIATIONNELLES
LINEAIRES
Y-JY GWY
degré > 1
SYSTEME D'EQUA.
VARIATIONNELLES
NON LINEAIRES
Y = G($+Y,t).Y
SYSTEME AUTO
NOME LINEAIRE
EN Z :
Z = 1.h.Z
SYSTEME AUTO
NOME NON LINE
-AIRE EN Z :
Z = 1(h+k).Z
+ 1 - F ( Z )
SYSTEME AUTO
NOME LINEAIRE
EN U :
U 1.f.U
SYSTEME AUTO
NOME NON LINE
-AIRE EN U :
Û - i.r.u
+ 1 . M"1. F ( M. U )
V
SOLUTION
GENERALE
A
Solution
variâtlonnel1e
Sol ut1on
Z - M.U
par
transformation
11néa1re de la
solution U.
Solution à très
longues périodes
du système 11né-
a1re, puis du
système non 11 né
aire en U.
Transformation découplante.
Transformation de Kras1nsk1j,
Transformation linéaire.
34
solution contient une grande partie des inégalités du mouvement réel.
On forme ensuite' le système d'équations variationnelles dont la
solution tient compte de l'existence des excentricités propres et des
inclinaisons propres des orbites dans leurs oscillations libres. Pour
parvenir à la détermination du mouvement libre, on isole d'abord dans les
équations variationnelles les termes autonomes qui ne dépendent pas
explicitement du temps. L'intégration du nouveau système, dit autonome,
donne les fréquences de ces oscillations à très longues périodes. La
comparaison de cette solution aux conditions initiales à l'instant t=0
permet ensuite de déterminer les amplitudes et les phases des termes à
très longues périodes correspondants.
Les transformations utilisées dans la construction de ces sytèmes
sont :
La transformation découplante, proposée par Sagnier (1981), permet
d'obtenir le système d'équations variationnelles avec le découplage des
variables neutres et des autres variables;
La procédure de Krasinskij (1969), Brumberg (1970) permet d'isoler le
système autonome linéaire en Z à partir du système variationnel en Y;
Une transformation linéaire, annexe à la transformation de
Krasinskij, est utilisée lors de la résolution du système autonome en Z
par l'opération de diagona1isation de la matrice constante associée à ce
système. On obtient un nouveau système autonome en U dans lequel la
matrice associée est une matrice diagonale.
Dans la première approximation, on ne considère que le système
autonome linéaire. Ensuite, on s'occupe du même système complété des
termes non linéaires. Le traitement de ces termes se fait d'une façon
commode dans le système autonome en U.
Quand cette solution est connue, on remonte à la solution pour Z,
puis au développement et à l'intégration de l'autre groupe de termes du
système variationnel qui dépend à la fois de la solution A très longue
période et du temps par l'intermédiaire des longitudes moyennes.
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Les variables angulaires utilisées dans la composition des arguments
et la forme de la solution.
18. Lors de la dé-finition des variables, un premier type de variables
angulaires est introduit sous la forme des fonctions L=Nt+E. Ces fonctions
constituent le premier groupe d'arguments élémentaires. Lors de la
solution des systèmes autonomes, on obtient également des arguments
élémentaires sous la forme des fonctions linéaires du temps.
La solution a la forme suivante :
Xt = Z Ai si n ( j| cr ) ,
j
X2 = ^ A k cos ( k| cr ) ,
k
<
xa = Z Ap exPi(Pl a )i
X5 = Z Aq e>:Pi (PlCT } •
k q
Dans ces expressions, les coefficients , Ak, Ap, A^ sont des
constantes réelles. Les arguments sont des combinaisons linéaires des
arguments élémentaires cr.
SOLUTION INTERMEDIAIRE.
Solution intermédiaire non résonnante.
19. La solution intermédiaire est la solution particulière du système
perturbé. Dans cette première approche qui traite tous les termes
dépendants explicitement du temps du développement, les excentricités
propres et les inclinaisons propres des orbites sont négligées. C'est une
solution qui ne dépendra que de huit constantes arbitraires indépendantes
introduites lors de la définition des variables : quatre longitudes
moyennes à l'instant initial et quatre moyens mouvements moyens. Ce nombre
de huit constantes arbitraires est réduit de deux unités par la présence
de deux relations de Laplace :
Ex-3E2+2E3 = 180°
et Ni-3N2+2N3 = 0 .
Dans chacune de ces relations, une quantité peut se déduire des deux
autres. Les constantes E. , (j=l à 4), sont liées aux longitudes moyennes
L par la relation L = N t + E .
• s a q 111 a q p s s j a t uj a j d sidj^ sap sauuaÀow sapnqtôuoi sb[
supp uoiîPjqn pi ap apnqtbuoi P] ap uotqtqjpd^j pi anb tsutp uotqpjqti pi
ap apoij^d pi auuop uotqnios^j ei q u a p u o t q e j q 11 pi ap u o t q p n b a . i q 11 q p q a
anbtjoaqq quatuaqtpjq aq ’uotqpinojto ap qa aouanbajq ap suotqpnba sai
supp squasaJd squpuuosaJ sauuaq sap aqtns pi supp aqduioo quatq uo *02
aqupuuos^j a j tp t pauuaq u t uotqniospi qa uotqpjqn pq
squpuuos^j uqu sauuaq xne sa^nbii^dp snssap-to saaqto
suoiqpj^do sasjaAip sai qa suotqpnba sap sajquiaiu spuooas sap uotqpuuoj
PI jpd tAins ^ ap abPUtsioA np aotjqpqjnqjad u o t q o u o q ei ap i n o j p o ai jpû
anuaqqo qsa ‘sanbipou^d sauuaq ap aanqtqsuoo‘ atqjpd atuatxnap pq
‘ ( 0 N ‘ } N + 3 )I°a =
( 0 • N4 3 )103 *UT+Ï ) =
(“X(«+n = 1 =(o)x
: qtJoa,s aix3 ‘N 3a 3 saqupqsuoo sap uotqonpojqut,i sap anuuoo
qsa ‘aaqunqjad uou uoiqnios pi qupquas^jdaj ‘ ^ atqjpd aj^tiuaud pq
' (“»U‘ 5) 6 + l = X (21)
:jpd suojaqou snou anb s a t q j p d xnap puajdiuoo uotqnios a q q a q
•saïqpiJPA sap uoiqtutqaP pi ap sjoi saqtnpojqut sajtpjqtqjp
saqupqsuoo sap quatuanbtun s t p uj ‘sajdojd suostputiout xnp qa sajdojd
saq totjquaoxa xnp saAtqpiaj uotqpj6aqut,p saqupqsuoo sap spd quapuaoap au
su -s^DJOj. saujjaq sajaddp quos uotqnios aqqao ap snssi sauuaq saq
•s^asi^ snid sajpjo sai jnod atAtnsjnod pjas ajtpitujts uoiqpj^do,q
*2 ajpjo,p qupuuos^j uou a j tp tpauj jaqu t uotqnios pi qtujnoq sdiuaq
np qjoddpj jpd uo t qp j&aqu t , i quop lz ajpjo,p sajqwauj spuooas sai auuop
uotqnqtqsqns aqnoq quPAP quatuaddo jaA^p ai supp snjpddp z 3-Jpuo,p sauuaq
xnp uotqtppp jnaq • uo t qnq tqsqns jpd s?j?u?6 z ajpjo,p sajquiauj spuooas
sai auuop uotqpj^do aqqaq "sajqtuaui spuooas sap j ^jbap ap auuaq anbpqo
supp aAnojq as tnb aiqptJPA pi a uotqnios aj^tuiajd aqqao aqtnsua anqiqsqns
uq m\ ajpjo,p aqupuuos^j uou ajtptpawjaqut uotqnios pi auuop j ajpjo,p
sauuaq sap sduiaq np qjoddpj jpd uo t qp jba q u t , q 'auuaq anbpqo ç nati auuop
tnb uotqeqjnqjad PJ ajqjpuuooaj ap ejqqauuad uj ap saqupsodujoo xnp qjoddpj
jpd anbtqÂiPUP quawaddo laA^p aq *sutoiu np j ajpjo,p quos saujjaq saq €oj^z
^j&ap ap sauuaq sap uo t qp j^p tsuoo pi jpd aouaiuuioo quatuaqtpjq aq
- 9£ -
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Quand on se place dans le cas non résonnant, la fréquence des termes
de libration s'écrit sous la forme d'un produit scalaire nul :
(13) ( o< | N) = 0, o“Z.4. .
Les valeurs de correspondant aux moyens mouvements moyens N des
satellites galiléens sont :
(l;-3;2;0) et ses multiples.
Ces fréquences apparafssent dans les deux équations de circulation et de
fréquence : dans la première sous la forme des fonctions cosinus et dans
la deuxième,des fonctions sinus. Un argument de ce type, dont la fréquence
est strictement nulle, est constant. L'argument correspondant à oC peut
s'écrire :
( « | L) = ( <x| E)
= 3L2 + 2L*
= Et“ 3E2+ 2E3
= 180°.
Les fonctions cosinus de cet argument ou de ses harmoniques dans la
première équation deviennent des constantes et les fonctions sinus de la
deuxième équation, des zéros. Le traitement du problème est grandement
simplifié, mais cptte voie limite la généralité de la solution en raison
du nombre réduit des constantes arbitraires introduites. Ce nombre, égal à
6p pour p=4 dans le cas des satellites galiléens, sera diminué de deux
unités par l'existence de deux relations de commensurabi1ité entre les
moyens mouvements moyens d'une part et les longitudes moyennes d'autre
part :
N,-3N2+2N3= 0,
L,-3L2+2Lâ= 180°.
Dans chacune de ces relations, la valeur d'une quantité peut se
déduire de celles des deux autres. Si on se limite à ce nombre réduit de
constantes arbitraires, la solution sera incomplète. Avec l'introduction
de deux constantes arbitraires (amplitude et phase de la libration), on
retrouve le nombre de 6p qui assure à la solution sa généralité.
Dans le problème du mouvement des satellites galiléens, on
introduit par suite du mouvement du repère, deux autres constantes
d'intégration.
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21. Dans le cas résonnant, l'argument élémentaire introduit n'est plus
une fonction linéaire du temps L, mais contient en plus une partie
résonnante &A.
On sait, par l'observation, que cet argument est de longue période
et que l'amplitude associée à ce terme est extrêmement faible.
Les nouvelles longitudes utilisées dans les développements sont
désormais X à la place de L. On a les expressions suivantes liant ces
quantités :
x ^ ~ ^1^' , a.^= l2^ sx»2, = l3 ^ Sa3 j
enfin A^= car le satellite 4 ne fait pas partie du groupe de satellites
en libration.
La fonction F ne sera plus développée au voisinage de :
X0= | = col (L,N,0),
mais de :
X0 = '| = col (A,N,0).
X s'écrit maintenant sous la forme d'une somme de deux groupes de termes
—
bien distincts : les termes ordinaires X et les termes résonnants X .
(14) x = 7 + x = ]T7^ + ]T x^.
22. Dans
apparaissent
fréquence :
(15)
le développement de la solution, les termes résonnants
dès 'l'ordre 2 dans les équations de circulation et de
On calcule :
(16) p2j + F*j »
dans laquelle le second membre ne dépend du temps que par l'intermédiaire
de :
A = ( o< | X ) .
On peut poser : £<A) = (cx| F2 +F ),
d'où l'équation de la libration du second ordre en A:
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(17) A = î( A) .
Son calcul fournit la ‘période de la libration et les facteurs de
répartition Q1 , Q2, Qa de la longitude de la libration parmi les trois
satellites en résonance. La définition de ces facteurs sera présisée dans
le paragraphe 67 lors du calcul de leurs valeurs.
Les résultats obtenus par l'étude de la libration seront introduits
dans un calcul d'estimation d'éventuelles corrections à apporter à la
solution acquise précédemment pour le mouvement non résonnant.
SOLUTION VARIATIONNELLE.
Formation du système variationnel
23. L'équation du système perturbé est de la forme X - JX = F(X), dans
laquelle le second membre F dépend aussi du temps. Ici, cette forme
réduite permet de simplifier l'écriture. On fait un changement de
variables (X — Y) analytique qui transforme le système ci-dessus en un
système d'équations aux variations, sachant que la solution intermédiaire
donnée par x = \ + f) ( £ ) vérifie strictement le système d'équations X - JX
= F(X). Le système variationnel est obtenu par l'utilisation d'une
transformation dite découplante (Sagnier, 1981) définie par la relation :
(18) X = | + 9 ( £ + ProjY) + Y,
où ProjY est une projection sur le plan (Yt ,Y2) :
si Y a pour composantes ProjY a pour composantes
24. Moyennant l'utilisation de cette transformation, on montre (Gomes,
1986) que l'on obtient un système variationnel de la forme :
(19)
Y - J. Y = F ( ^ + Y + ‘P ( §. +ProjY) )
- F( l +ProjY+ )J( i + Proj Y ) ) ,
soit après le développement du second membre :
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(20)
• 0) r (uS
Y - J.Y = G .Y + /_ G <Y) ,
.0)
où la matrice G a une -forme particulière permettant le découplage des
variables neutres des autres variables.
(21 )
o)
G (£,t;m) =
0 0 r01Gf (|,t;m)
0 0 B? (£,t;m)
0 0 Gg) (Ç,t;m)
25. Considérons maintenant le système linéarisé Y - JY = G .Y qui
constitue la partie principale du système (20). Une écriture plus
détaillée de ce système montrera la forme des équations relatives aux
composantes de Y :
(0
ou
ou encore
Y = (J + GW)Y,
0 1 B<°' > -c 1
0 0 ^CMCD *2
0 0 G^J \
avec j= 3 à
Y = Y + "y*
Y1 Y2 TJ ’
V2 G 2^5,
Y : = G? Y
S ’J ’
dans lesquelles les matrices :
(,)=^ r(0=
•WJ ’ »*j ’ 5 ’
ont pour dimensions respectives 4x16, 4x16, 16x16. Ce système apparaît
comme une variante plus explicite des équations aux variations au
voisinage de la solution
X =i +5 <g,t;m)f
car le système aux variables neutres est découplé de l'ensemble. Le
système ainsi découplé
* CO
Yj = G3 (£,t;m).Y’ J ’
(22) j =3 à 6,
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est de la forme :
(23) Y = G.Y,
où G est une matrice associée au système (23) dont les éléments dépendent
du temps et des composarîtes de m, et Y un vecteur colonne de 16 variables
dépendantes inconnues.
Une fois calculée la solution variationnelle Y, la transfor mation
découplante (18) permet le retour aux variables X. Notons que pour la
première approximation, cette transformation est équivalente à la
tranformation donnant les équations aux variations classiques.
Formation et intégration du système autonome.
26. La première étape consiste à intégrer le système (23) relatif aux
CO
variables neutres, dont la matrice associée est Gâ . Cette résolution
s'appuie sur la procédure de Krasinskij (1969) déjà développée par
Brumberg dans des circonstances voisines. On applique au système envisagé
la transformation voisine de l'identité :
où 9 est de la forme :
Y = 9. Z ,
-e
.0) -CO
9 + y +.
i
dont la partie principale est la matrice identité, les compléments
ordonnés par rapport aux composantes de m sont faibles et dépendent du
temps. On impose de plus à Z de vérifier un nouveau système linéaire à
coefficients constants
(24) Z = H.Z ,
H et 9 doivent être choisis tels que Y vérifie l'équation (23). On vérifie
alors que les matrices O, G, H vérifient le système différentiel :
è = G.-e - t>.H .
Le couple de matrices (9,H) qui permet de réaliser la transfor mation pour
l'ordre 1 de m est :
H = < G^ >, la moyenne de G,
(25)
H est imaginaire, on utilise dans la suite la matrice h définie par H=ih.
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27. La matrice h associée au système autonome (24) est une matrice
constante dont les éléments sont des polynômes des masses et des grandeurs
associées tels que 1 es *harmoniques zonaux J2 et du développement du
potentiel de Jupiter. Dans la résolution du système (24) qui fournit la
solution à longue période des oscillations libres du système des
satellites considérés, on calcule les valeurs propres et les vecteurs
propres de h. La matrice M des vecteurs propres permet de définir un
nouveau changement de variables Z=M.U. Le système (24) se transforme alors
en un système en U :
M.ü = ih.M.U,
ou :
Ll = i M'Vh.M .U
Ù = îT.U .
T est une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres
obtenues lors de l'opération de diagonalisation de la matrice h. Le
nouveau système admet comme solution :
Uj = Cj expi <gj t + pj) .
La solution pour Z s'obtient ensuite par une transfor mation linéaire de
solution U. On a :
(26) zj = Y. C^exp.i (gkt + fk) ,
k J
1 a
où les quantitées M représentent les éléments de la matrice des vecteurs
0
propres, C^, , les colonnes des constantes arbitraires à déterminer par
la comparaison à l'observation, L'indice j désigne le numéro de satellite.
Remarques concernant le système autonome.
a. Le nombre de 18 équations du système (24) peut être réduit de moitié
car les équations sont conjuguées deux à deux. La matrice associée h
est alors de dimension 9x9.
b. Dans la première approximation, on peut aussi traiter ce système en
deux fois : la première avec la sous-matrice 4x4 relative au
mouvement des grands axes, la deuxième avec la sous-matrice de
dimension 5x5 relative au mouvement des noeuds et de la précession
du repère. Cette opération est possible car les autres éléments de
la matrice h sont nuis.
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c. L'interaction très faible entre les mouvements orbitaux et la
précession permet de faire le calcul de la précession d'une manière
ponctuelle lors de* la solution du système autonome et plus tard lors
du traitement du système critique. Ce sont les seuls moments où l'on
s'occupe de ces deux équations supplémentaires. Dans toutes les
autres circonstances on considère uniquement les équations du
mouvement des satellites affectées des compléments dus au mouvement
du repère.
Intégration du système variationnel.
28. Cette première étape se termine avec le retour aux variables Y par
la multi pli cati on :
(27) Yj = (l+e(0)Zj,
Yj étant connu, on aborde dans la deuxième étape l'intégration du système
(28) Y2 = Yj
par rapport au temps. Dans la dernière étape, les résultats obtenus pour Y2
sont introduits dans le système
(29) V1 = Y2 + G(f Y5 ,
dont la résolution est également faite par intégration par rapport au
temps. Ainsi la partie concernant les variables de circulation est obtenue
au moyen d'une intégration double par rapport au temps.
Calcul et intégration du système critique.
29. Les solutions (28) et (29) de la première itération seront utilisées
dans les substitutions pour la formation des compléments venant de l'ordre
2. Dans les équations X3 relatives au mouvement des grands axes des
orbites, ce sont les variables de fréquence et de circulation qui
apportent les contributions les plus importantes. Dans cette opération,
les arguments mixtes (constitués de deux types d'arguments : les
longitudes moyennes L et les arguments à longues périodes ( g ^ t + (Jj ) de ces
solutions se combinent avec les arguments contenant seulement les
longitudes moyennes pour redonner les fonctions du temps du type :
exp i(g 31 + pj) ,
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comme celles de (26). Ce traitement est proche de ceux utilisés dans les
travaux de Souillart cités dans Ferraz-Mello (1979). Ces contributions
importantes portent les mêmes arguments que ceux de la solution à très
longues périodes de la première approximation. Elles sont habituellement
appelées termes critiques. Cet ensemble de compléments -fournit, au moyen
d'un traitement matriciel inverse, une matrice à éléments constants c,
complément de h de l'équation (24). On obtient ainsi un système linéaire
criti que
(30) Z = i (h + c)Z ,
dont la résolution fournit les nouvelles valeurs des fréquences gk et les
nouveaux vecteurs propres Mji* . Les étapes suivantes de l'intégration sont
identiques à celles de la solution du système variationnel non critique.
TRAITEMENT DES TERMES NON LINEAIRES.
30. Les termes non linéaires sont ceux qui portent un degré supérieur à
l. Dans leur traitement, on les sépare en deux groupes : un groupe de
termes autonomes qui ne dépendent pas explicitement du temps, et un groupe
de termes qui dépendent du temps de façon explicite par l'intermédiaire
des longitudes moyennes contenues dans les arguments. Les termes autonomes
sont traités dans les équations exprimées en variables U avec ajustement
des modules et des phases des termes à très longues périodes obtenues
dans la solution du système linéaire en U. L'exposé de la méthode est plus
commode avec la présentation des résultats. Il se trouve dans le
paragraphe 82 du chapitre 4. On trouve dans le paragraphe 83 du même
chapitre le traitement des termes non linéaires qui dépendent du temps de
façon explicite.
Le traitement des termes non linéaires autonomes apporte des
modifications sur les fréquences des termes à très longues périodes. Le
traitement des termes non autonomes donnent des termes périodiques.
Certaines commensurabi1ités entre les longitudes moyennes contenues dans
les arguments peuvent donner lieu à des groupes de termes importants,
comme le groupe de termes dits de de Haerdtl dans le cas des satellites
galiléens ou celui de la grande inégalité Jupiter-Saturne dans le cas des
planètes.
Chapitre
DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE
ET FORMATION DES SECONDS MEMBRES DES EQUATIONS
Ce chapitre aborde le développement de la fonction perturbatrice et
la formation des seconds membres des équations. Pour un satellite
considéré, la fonction perturbatrice a trois composantes provenant de :
- l'action des autres satellites.
- l'effet de la distribution1 de masse à l'intérieur de Jupiter;
- 1 ' acti on du Solei1.
Dans l'étude des perturbations du mouvement des satellites
galiléens, le nombre de corps à considérer peut être limité à b : Jupiter,
les quatre satellites galiléens et le Soleil. Les autres satellites du
système jovien, de masse très faible, ne jouent aucun rôle dynamique
sensible. Il reste à considérer la perturbation du Soleil car l'action
directe des autres planètes est faible. Toutefois, on doit tenir compte
des perturbations de ces mêmes planètes sur le mouvement du corps central
qui est ici Jupiter dans son orbite héliocentrique. Les inégalités
correspondantes apparaissent ainsi dans le mouvement relatif jovicentrique
du Soleil, et par suite dans le mouvement des satellites par le
développement de la perturbation salaire.
LES TROIS TYPES DE PERTURBATION DU MOUVEMENT DES SATELLITES DE JUPITER.
31. Le mouvement d'un satellite donné est perturbé par les perturbations
de trois types :
Perturbation du type planétaire ï c'est la perturbation créée par
les autres satellites du système. Elle ressemble à celle de l'action
mutuelle des planètes sur trois points : la masse dominante du corps
central, les orbites à excentricité et à inclinaison faibles et
enfin les distances mutuelles grandes par rapport aux dimensions des
satellites permettant de considérer ceux-ci comme des points
matér i els ;
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- Perturbation du type lunaire : Le mouvement d'un satellite du système
est perturbé par le Soleil de la même manière que celui de la Lune
perturbé par le Soleil;
- Perturbation du type satellite artificiel : les satellites évoluent
sur des orbites très proches de Jupiter et subissent l'action du
bourrelet équatorial de Jupiter. Cette perturbation est identique à
celle subie par un satellite artificiel en mouvement sur une orbite
proche du corps central.
Ces trois types de perturbation ont pour effets principaux suivants :
Effets de l'interaction. Les commensurabi1ités existant entre les
moyens mouvements des trois premiers satellites donnent des
excentricités induites beaucoup plus importantes que les
excentricités libres dans le cas de J1 et J2. Ces particularités ont
été abordées dans l'introduction (paragraphes 1 à 5).
. Effets de l'action du Soleil. L'orbite jovicentrique du Soleil se
déduit directement de l'orbite héliocentrique de Jupiter. La
perturbation due à la présence du Soleil est plus faible que celles
des deux autres actions en raison de la grande distance séparant le
Soleil et le système jovien. Comme effet indirect des actions des
grosses planètes, certains termes contiennent dans leurs arguments
des éléments des orbites de ces corps. Les amplitudes des termes
obtenus lors du développement sont faibles, mais elles réapparaissent
plus grandes après intégration car la vitesse angulaire faible du
Soleil et le mouvement lent de l'orbite solaire donnent des facteurs
de multiplication importants lors de l'intégration.
. Effets de l'action du renflement équatorial de Jupiter. Les
satellites du système jovien gravitent autour de l'astre central
Jupiter par l'attraction de sa masse dominante. Mais la proximité des
satellites et de Jupiter ne permet pas de considérer ce dernier comme
un point matériel dans l’étude dynamique du système. Jupiter a
approximativement la forme d'une ellipsoïde de révolution aplati.
Comme effet à longue période, le bourrelet équatorial de Jupiter tend
à ramener l'orbite du point matériel vers le plan de l'équateur et
donne au grand axe de cette orbite un mouvement de même sens que son
mouvement orbital. Cet effet décroit très vite avec la distance
séparant le point matériel et Jupiter. Dans l'étude théorique, la
présence de cette perturbation donne au système autonome des
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variables neutres une forme assez remarquable : les éléments de la
diagonale de la matrice associée à ce système sont nettement plus
grands que les éléments voisins et cette décroissance en amplitude
continue d'une façon graduelle jusqu'aux éléments les plus éloignés
de la diagonale.
32. La fonction perturbatrice est constituée de trois composantes
provenant des trois actions citées ci-dessus:
(31) R = Rjk + Rs + RJ *
Chacune de ces composantes se développe d'une façon différente de
celles des deux autres en raison du choix des petites quantités utilisées
dans les développements (table 3).
Table 3
Type de
perturbât i on
Petites quantités
utilisées dans le dévelop
pement en série entière.
Ordre de
des petites
grandeur
quanti tés
sat. 1 sat.2 sat. 3 sat. 4
Perturbation Rapport entre les demi- 0,2240 0,3564 0,3940 0,2240
mutuel 1e grands axes du couple de à à à à
satellites considérés 0,6284 0,6284 0,6269 0,5685
Perturbat i on Rapport du rayon équato-
du bourrelet rial de Jupiter au demi 0,1693 0,1064 0,0667 0,0379
équatori al grand axe de l'orbite du
de Jupiter satel1ite.
Perturbât i on Rapport entre le demi-
du Soleil grand axe du satellite ,00054 ,00086 ,00138 ,00242
et celui du Soleil.
DONNEES UTILISEES DANS LE DEVELOPPEMENT.
33. Nous disposons, à l'heure actuelle de données beaucoup plus précises
des constantes physiques qu'au début du siècle à l'époque où Sampson
élaborait sa théorie. Plusieurs inconnues du problème sont devenues des
données. Prenons le cas des masses des satellites par exemple, la théorie
de Sampson utilise des valeurs numériques provisoires des masses pour
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construire un système d'équations dont les masses sont des inconnues. La
résolution de ce système s'appuie sur des résultats d'observation. La
solution de Sampson et les récentes versions de solution de ce système
utilisant la même théorie et des moyens de calcul sur ordinateur, ne
donnent pas des valeurs des masses proches des celles obtenues par des
sondes spatiales. L'écart relatif est très faible pour la masse de J2 mais
atteint 257. pour celle de J4. Ces écarts ne peuvent être expliqués d'une
façon simple, par exemple, supposer que l'observation utilisée pour la
détermination de la masse de J2 est bonne, et celle utilisée pour
déterminer la masse de J4 est mauvaise, car il est souvent difficile
d'isoler un effet donné des résultats d'observation qui dépendent de
nombreux paramètres. Dans l'élaboration de notre théorie, les masses sont
considérées comme des constantes connues, leurs valeurs numériques sont
introduites dans le calcul. Cependant, une trace littérale accompagne la
valeur numérique de chaque quantité de façon notamment à pouvoir exprimer
éventuellement la solution en fonction d'autres jeux de masses.
Constantes physiques.
Les constantes physiques sont prises dans les résultats de dépouillement
des mesures des sondes Pioneer 10 et il par Null (1976) :
Les masses des satellites sont :
m, = 0,00004684,
m2 = 0,00002523,
m^ = 0,00007803,
m^ = 0,00005661,
pour la masse de Jupiter prise égale à 1.
Le rapport de la masse du Soleil à celle du système de Jupiter :
Ms
~r = 1047,3463 .
+Zmj
Le rayon équatorial de Jupiter :
Ae = 71398 km .
Les facteurs d'ellipticité jovipotentiel1e :
J2 = 0,014733 ,
J^. = -0,000587 .
Constantes arbitraires utilisées dans la définition des variables.
prises dans la version E-2
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Les constantes arbitraires N sont
(Li eske,1980):
N1 = 203,488955363 °/jour ,
N2 = 101,374724557 °/jour ,
N3 = 50,317609154 °/jour ,
N^ = 21,571070875 °/jour .
Constante de gravitation de Jupiter. Dans le mouvement héliocentrique de
Jupiter, c'est la masse du système entier (Jupiter + satellites) qui est
prise en compte. Dans l’étude du mouvement des satellites galiléens, nous
définissons Gj comme la constante de gravitation due à la masse de
Jupiter, dont la valeur est calculée au moyen de celle de la constante de
Gauss k (k = 0,01720209895) du système des constantes astronomiques de
l'U.A.I. 1976. A partir des données numériques ci-dessus, nous calculons
le rapport de la masse de Jupiter à celle du Soleil :
M
Ms 1047,5628 ,
ensuite la valeur numérique de GT :
2G-. = k2-^? = 0,282476820622 x 10
-6
ORDRES DE GRANDEUR DES PERTURBATIONS.
34. Les masses des satellites sont faibles par rapport à celle de
Jupiter. L.e rapport entre la masse d'un satellite à celle de Jupiter est
toujours inférieur à ixl0'^ c'est à dire au moins dix fois plus faible que
le rapport entre la masse de Jupiter et celle du Soleil. Lors du
développement, on a comparativement des amplitudes des termes plus faibles
que celles obtenues dans une théorie planétaire par exemple. Mais certains
arguments, dont les caractéristiques correspondent aux commensurabi1ités
des moyens mouvements des trois premiers satellites, donnent des facteurs
d'intégration importants. On trouve, après l'intégration, un groupe de
termes dont les amplitudes sont fortement amplifiées.
La masse du Soleil est importante, mais l'éloignement du système de
Jupiter diminue très fortement ses effets. Dans le développement de la
perturbation solaire, ce n'est plus la masse du Soleil qui donne l'ordre
de grandeur de sa perturbation mais l'expression :
apparue en facteur de la fonction perturbatrice due à la présence du
Soleil.
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En ce qui concerne les différents termes de la perturbation due au
renflement équatorial de Jupiter, l'ordre de grandeur de ces perturbations
n'est pas J2 , mais l'expression î
apparue dans le développement du terme principal contenant J2. C'est dans
le cas du satellite J1 que le premier élément de la série contenant le
facteur J2 parait bien plus grand en ordre de grandeur que les masses des
satellites. On sait en plus que le facteur J4 a l'ordre de grandeur du
carré du l'harmonique zonal principal J2 .
Ces considérations montrent qu'il est bien difficile de définir un
ordre homogène par rapport à cet ensemble hétérogène de paramètres
physiques. La table 4 donne les ordres de grandeur de ces diverses
perturbations.
Table 4
j
mj
1+*j HJ
j (H
41 Aj'
Ms
1+MSV Nj/
Sat. 1 1 ,00004684 ,00042238 -,00000048 ,00000017
Sat. 2 2 ,00002523 ,00016681 -,00000007 ,00000067
Sat.3 3 ,00007802 ,00006555 -,00000001 ,00000272
Sat.4 4 ,00005661 ,00002119 -,00000000 ,00001482
On peut remarquer que la gamme des masses des satellites n'est pas
étendue; le rapport des deux masses extrêmes n'est que ;
0,00007803
0,00002523
C'est une valeur très faible comparée au rapport des masses proche de 6000
du couple Jupiter-Mercure dans le problème planétaire. La table 4 montre
que, à côté de la colonne concernant les perturbations mutuelles et
représentée par les masses m^, les autres groupes de constantes dépendent
des distances séparant les satellites et Jupiter; les deux premières
constantes de la colonne contenant J^ sont les seules valeurs plus grandes
que les masses des satellites. Gn peut prendre, dans chacune des colonnes
une valeur et la définir comme l'ordre i de la perturbation
correspondante. Cette assimilation n'est pas nouvelle, Sampson (1921) a
déjà utilisé des paramètres j. et k* (indice j=l à 4 : numéros des
t) 0
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satellites) pour donner l'ordre de grandeur des perturbâtions :
A part des masses des satellites, pour fixer les idées, nous désignons la
valeur soulignée dans chacune des trois dernières colonnes de la table 4
comme l'ordre l de la perturbation considérée. Chacune des autres valeurs
de la même colonne est reliée à elle par un facteur numérique simple.
Ce choix arbitraire n'a aucune conséquence numérique car le
coefficient calculé de chaque terme contient déjà numériquement les
constantes physiques. Sur le plan de la mise en oeuvre par l'introduction
d'une notation littérale, nous utilisons j2 , , ms pour marquer leurs
traces à l'ordre 1. Il reste à voir s'il existe un inconvénient réel au
niveau de l'ordre de grandeur des termes d'ordre 1 portant la trace j2
comparé à celui des termes portant une trace mk de même ordre. Le calcul
effectif nous débarrasse de ce souci car le développement de la partie
provenant de l'aplatissement donne parfois des amplitudes plus importantes
mais les inégalités obtenues ne sont pas affectées de facteurs
d'intégration de valeur élevée.
STRUCTURE D'UN TERME DU DEVELOPPEMENT.
35. Dans le développement en série de la fonction perturbatrice, chaque
terme est une expression monôme composée de trois facteurs :
- Un coefficient numérique et une trace littérale. Dans le cas d'un
terme d'ordre un, cette trace littérale permet d'identifier la
constante physique utilisée, et par conséquent, la perturbation qui
génère ce terme. Dans le cas d'un ordre plus élevé, on peut trouver
les traces des constantes physiques du corps perturbé et du corps
perturbateur.
- Un facteur apparu sous la forme d'un produit de variables. Chacune
de ces variables est dotée d'un exposant positif ou nul. Ces
variables sont des variables elliptiques dans le cas des satellites
et de Jupiter et sous la forme des variables d'inclinaison dans le
cas de l'équateur de Jupiter. Dans le développement de la fonction
perturbatrice on considère chaque fois deux corps, un corps
perturbateur et un corps pertubé, les variables apparues sont celles
relatives à ces deux corps.
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- Une fonction exponentielle d'un argument. A cette étape du
développement, cet argument est une combinaison linéaire des
arguments élémentaires du type longitude moyenne dont nous
préciserons le mode,d'introduction dans le paragraphe suivant.
On voit qu'à cette étape préliminaire, un terme ne contient pas simplement
un module et un argument, mais aussi un facteur littéral contenant des
variables. Le traitement de ce facteur fait partie du développement de la
solution.
La forme structurée d'un terme de la fonction perturbatrice relative
à l'action d'un corps k sur le corps j est donc :
Coeff i ci ent Facteur variable Fonction du temps
rW
s)
X F0k)
00
X expi <s,j Lj +s)k Lk)
Un des deux derniers facteurs ou même les deux facteurs peuvent être
absents. Dans cette forme générale du développement de la perturbation
mutuelle, le coefficient est numérique et contient les traces littérales
des constantes physiques mj, mk :
Jjk) /> r ri r2l
C = C mm2
(v)(s) v, v2 v3...v1Ê 5is2...s12L j k -*
Pour les autres sources de perturbations, les coefficients apparaissent
sous la même forme avec une des traces de j2 ou j4 ou ms à la place de m^
du crochet. Cette forme indicée indique que la valeur numérique du
coefficient C dépend de la composition de l'argument et du facteur
variable littéral dont la forme est donnée plus loin par la présence des
coefficients (s) et des exposants des variables (v). Nous avons choisi
d'évaluer le contenu du crochet composé des constantes physiques et de
l'inclure dans le coefficient. Le coefficient numérique ainsi évalué donne
l'ordre de grandeur du terme. Ces constantes physiques figurées ici ne
représentent plus que des traces littérales utiles au repérage de l'ordre
et l'origine des perturbations.
Le facteur variable littéral est un produit des variables et
apparaît sous la forme :
(jk)
F(V) = rr> rVî xv*^il ->2j A
v V4
4j l5î
Chacune de ces variables peut être absente dans cette expression. Dans ce
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cas son exposant est nul. La propriété de d ' Alembert, qui définit la
ARGUMENTS UTILISES DANS LE DEVELOPPEMENT.
36. Les arguments utilisés sont des fonctions linéaires du temps dans le
cas non résonnant. Ces arguments apparafssent dans le développement sous
forme littérale. Cette forme littérale permet de représenter les arguments
linéaires du temps et de compléter éventuellement par une composante
résonnante fonction périodique du temps. Nous rencontrons ce type
d'arguments dans le traitement de la libration, où le complément résonnant
a une amplitude très faible. Dans le premier cas nous avons une fonction
de circulation, qui reprend la même valeur chaque fois que son argument
augmente de 360°. Dans le deuxième cas nous avons cette même fonction de
circulation légèrement modifiée par la présence d'un petit complément
périodique dans l'argument. Examinons le mode d'introduction de ces
fonctions linéaires du temps comme arguments élémentaires.
Dans la solution intermédiaire non résonnante qui dépend de six
constantes arbitraires, nous choisissons de les introduire tout à fait au
début du traitement, dans la définition même des variables. Ces constantes
arbitraires sont les moyens mouvements moyens Nj obtenus par 1'observation
et les longitudes moyennes Ej à l'époque initiale t=Û. Ces définitions se
trouvent dans (3) et (6), paragraphes 10 et 11. A l'heure actuelle, ces
constantes sont très bien connues car leurs valeurs sont tirées des
résultats de plusieurs siècles d 'observâtion et leur ordre de grandeur est
confirmé par la théorie. Il existe toujours un ajustement des valeurs
attibuées à ces constantes dans chaque théorie après la comparaison aux
observations, mais les écarts relevés sont toujours très faibles.
relation entre la caractéristique de l'argument s^ + 5^ et les exposants
des variables neutres, est donnée par la relation :
(33)
Exemples
N1 7jour N2 °/jour
Sampson
Lieske E-2
203,488954208 101,374723445
203,488955363 101,374724557
Ecart (L.-S.) 0,000001155 0,000001112
Les écarts relevés ne touchent que le neuvième chiffre significatif.
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Le développement de notre théorie est fait au voisinage de ces
constantes dont les valeurs sont données par Lieske E-2 (1980). Après la
comparaison de la théorie à l'observation on pourra voir si les écarts
entre les nouvelles valeurs ajustées et les valeurs utilisées initialement
justifient une itération du développement de la théorie.
Dans le cas du mouvement non résonnant, la variable de circulation
a pour expression :
et dans le cas du mouvement résonnant :
^ = i ( i -X ) , où ^ représente L+ SÀ ,
tel qu'il est défini au paragraphe 21. C'est cette dernière relation qui
remplace en définitive la première relation de définition (6). Comme
exemple de l'introduction effective des fonctions linéaires dans les
arguments, nous prenons le développement d'une fonction d'un argument
élémentaire du type longitude moyenne utilisée habituellement dans les
théories classiques :
La série développée ne contient que des arguments fonctions
linéaires connues du temps :
La variable représente une petite quantité; la série converge
rapidement. L'utilisation des variables de ce type permet d'éviter de
faire des développements de Taylor au voisinage des données dans la
construction des seconds membres des équations.
SERIES DE BASE UTILISEES DANS LE DEVELOPPEMENT.
37. L'expression de la fonction perturbatrice contient des rapports des
distances et des distances angulaires des divers corps du système. Le
développement de ces quantités utilise d'une façon fréquente quelques
expressions que nous donnons ici sous la forme des développements en série
de Fourier. On pourra remarquer que certaines de ces expressions sont
utilisées aussi bien dans le développement de 1'interaction que dans la
perturbation par le Soleil par exemple.
Les expressions courantes sont nombreuses :
^ = i ( P - L), où L = Nt + E,
expit = expiL.exp1^
= expi LU + $/y + . . . ) .
à 2
expiL +51expiL +— î^expiL + ...
a 3
r expiv, expi (v~M) , etc ...
où a, r, v sont définis au paragraphe 7. Il nous suffira d'obtenir
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initialement deux développements de base :
. et -- expi(v-M),
à partir desquels nous pourrons former toutes les combinaisons utiles. Par
p
exemple, le développement de — peut être obtenu par 1 ' intermédiaire de la
série algébrique (1+x) : un sous-programme de substitution remplace
— ) Q
chaque paramètre littéral x de la série (1+x) par la série ( -pr -1). Un
autre exemple : la série (expiv) sera obtenue de la façon suivante : une
première multiplication de deux séries et-~ expi(v-M) donne la série
expi(v-M); une deuxième multiplication par la série (expiM) donne la série
cherchée.
Le calcul des deux séries de base mentionnées ci-dessus utilise les
relations données par Kovalevsky (1963) :
(34)
r
s rcosv
r si nv
OO
1+ Y 2Jp (pe) cospM,
P=f
oo
â[’T f T 7(Jp-1(Pe) ' Jp-M < Pe 0 COSpMj ,
'Ÿ — i
Oo
aVl-e2 [ Y y(Jp-«(Pe) + JpH(Pe)J sinpMj;
dans lesquelles
paramètre étant
quelconque x ont
U*)
Jp , Jp.1 , Jp+j représentent les fonctions de
pe. Leurs développements en série relatifs à un
pour expressions :
Bessel , 1 e
paramètre
OJ 1
[ 1 ( /x,2n (-1)" 4-...
\ 2/ k ! 1 i(k + 1 ) ' n!(k + 1)(k+2). .(k +n ) J
Les développements en série de Fourier de ces expressions satisfont
la propriété de d'Alembert qui fixe la relation entre le degré en
excentricité du coefficient et la caractéristique de l'argument. Prenons
comme exemple le développement en série de Fourier de l'expression
/rfk- . /rfk
(—Jsin jv ou cos jv;
dans chaque terme, le degré en excentricité du coefficient de sinpM ou
cospM est: d=p-j.
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Dans notre jeu de variables, X3 traduit le mouvement du grand axe
de l'orbite. Elle a comme module l’excentricité e et comme argument, cô 1 a
longitude du périjove de*l'orbite. La propriété de d'Alembert s'applique à
X3 d'une façon presque semblable qu'à e du cas abordé ci-dessus. Le degré
d de X3 de chaque terme du développement en série de
expi jv,
est lié à la caractéristique p de la fonction du temps expipL par la
relati on
d = -p+j.
Le nouvel argument L est formé par l'addition de l'argument de X3 à
l'anomalie moyenne M. Ainsi, dans chaque terme du développement de y , le
degré en X3 sera -p si la fonction du temps est expipL; dans chacun des
termes de -H^expiv, le degré en X3 sera -p+1 si la fonction du temps a la
â
même expression expi pL. D'après notre paramétrage, X^est la conjuguée de
X3 . Dans l'utilisation simultanée de ces deux variables dotées des
exposants d3 , d4 , la différence
dl - d4
est liée à la caractéristique p de l'argument par la relation ;
d3-d4 = -p+j.
PRECISION UTILISEE 1QRS DE LA COLLECTE DES TERMES RETENUS
38. Lors du calcul des séries de base, nous avons utilisée une précision
de calcul très poussée de I0“*6radian comme la plus faible valeur absolue à
retenir. Ces séries de faible volume sont calculées une fois pour toutes.
Elles sont rangées dans un fichier destiné à une utilisation fréquente
lors du développement de la fonction perturbatrice.
A l'étape de la collecte des termes issus du développement de la
fonction perturbatrice, nous n'avons plus la possibilité pratique
d'adopter une précision commune à tous les degrés, en raison d'une
augmentation rapide du nombre de termes avec le degré des variables. Le
traitement des séries sur ordinateur reste une opération très coûteuse en
temps de calcul et en espace mémoire occupé par les séries; on est amené
pendant le développement de la théorie à adopter une précision
raisonnable. Nous comptons retenir dans le résultat final,après
l'intégration des équations, tous les termes dont 1 amplitude est
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supérieure à 1>:1Q radian jovicentri que. Cette valeur correspond à 42, 67,
107 et 188 mètres respectivement dans le cas des quatre satellites de 1 à
4. Cette précision est aussi celle des théories de Sampson et de Lieske.
Pour bien situer cette précision dans le domaine théorique comme
dans le domaine de 1 'observation, il est utile de voir les amplitudes de
quelques termes pricipaux :
\
Amplitude de la grande inégalité en longitude
du satellite J1 provenant des perturbations
mutuel 1 es
Amplitude du plus grand terme de la longitude
du satellite J4, provenant de la perturbation
solaire J
Amplitude du plus grand terme du rayon-vecteur
du satellite J4, provenant de l'excentricité l
de l'orbite déduite des oscillations libres
Du côté de l'observation, une précision de 0"05
observation photographique par exemple correspond à :
0,00050 radian jovicentrique dans le cas du satellite Jl,
ou , 0,00028 radian jovicentrique dans le cas du satellite J2,
ou 0,00018 radian jovicentrique dans le cas du satellite J3,
ou 0,00010 radian jovicentrique dans le cas du satellite J4.
La grande précision des observations actuelles des phénomènes mutuelles
des satellites galiléens permet de gagner un facteur 10 par rapport à ces
chi ffres.
A première vue, la base adoptée pour la collection des termes de
-~7
1x10 radian jovicentrique paraît trop faible; elle peut laisser dans la
collection un bon nombre de termes inutiles. Cette valeur se trouve en
réalité à un niveau raisonnable compte tenu des termes à très longues
périodes qu'on doit obtenir avec une bonne précision.
La précision choisie impose des marges de développement assez
variables. Celles-ci dépendent en effet des facteurs d'intégration des
inégalités apparues. Voici quelques exemples :
L'inégalité (L^ - L2), de fréquence 1,78223 rad/jour, a un facteur
d'intégration égal à 0,561095; une marge est inutile.
L'inégalité (Lf - 2L2 ), de fréquence 0,012907 a un facteur
0,0082631 radian
jovi centri que.
0,0005594 radian
jovi centri que.
0,0073742 radian
jovicentri que.
géocentrique d'une
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d'intégration égal à 77,4784 nécessite un développement à la
-9
précision arrondie à 1x10 radian jovicentrique.
L'inégalité ( - 3 L^ + 7 L^ ) , de -fréquence 0,000780 rad/jour, a un -facteur
d'intégration égal À 1282,5. Elle se trouve dans certains seconds
membres qui nécessitent une double intégration; le -facteur
d'intégration est alors porté à une valeur très élevée 1645000. Cet
argument est souvent associé à d'autres longitudes des périjoves qui
réduisent encore la fréquence générale. Par exemple, l'argument :
donne un facteur égal à (64535)2 soit 4,165xl09 après une double
intégration. Heureusement, il y a peu d'arguments de ce type dans le
cas des satellites galiléens. Les autres commensurabi1ités (-l,+2)
des moyens mouvements des couples J1-J2 et J2-J3 sont importantes
aux degrés zéro et un, mais faibles aux degrés élevés. Une autre
commensurabité (-l,+4) des moyens mouvements du couple J1-J3 donne
des termes négligeables.
La considération de ces cas extrêmes permet de voir qu'il est
nécessaire de déterminer un majorant numérique qui représentera un degré
dans le test de collecte des termes significatifs. Ce majorant numérique
est utilisé uniquement dans le test d'élimination des composantes
négligeables et n'apparaît nulle part dans les expressions. La
détermination de sa valeur doit tenir compte des modules réelles que
peuvent avoir les variables et d'une large marge de sécurité.
Nous utilisons dans le développement général jusqu'au degré 2 la
-9
précision 5x10 . Dans le test sur l'amplitude des termes à retenir, la
valeur utilisée pour représenter un degré est 0,01. D'autre part, dans des
développements partiels répondant à certaines recherches spécifiques, la
précision de collecte est portée plus loin par un facteur allant de lxl0
_8
à 1x10 . La collecte des termes indépendants explicitement du temps
jusqu'au degré 5 fait partie de ces développements ponctuels. L'estimation
pratique permet de constater que toutes les contributions de degré
_7
supérieur à 5 sont négligeables pour la précision finale de 1x10 radian
fixée au début de ce paragraphe.
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DEVELOPPEMENT DU POTENTIEL PERTURBATEUR PROVENANT DE L * INTERACTION.
39. On considère une masse ponctuelle mj animée d'un mouvement voisin du
mouvement képlérien autour de Jupiter dont la masse est prise égale à
l'unité. D'après la troisième loi de Képier le moyen mouvement osculateur
et le demi-grand axe osculateur de cette masse ponctuelle sont liés par la
relation :
(35) n? a^ = G T(1+m: ,
JJ J J ’
où le second membre Gjd+mj) représente la constante d'attraction du
couple Jupiter et masse ponctuelle m«.
J
On utilisera aussi une longueur constante Aj , liée au moyen
mouvement moyen observé Nj par la relation :
(36) N ? A^ = Gr(1+m-).
JJ J
Aj est voisin de aj, car Nj est très proche de nj.
On se place à présent dans le cas des satellites galiléens,
considérés comme des masses ponctuelles, en mouvement orbital autour de
Jupiter dont le centre de masse est pris comme l'origine des coordonnées.
La fonction perturbatrîce représentant l'action du satellite k sur le
satellite j est de la forme :
(37)
dans laquelle mfc est la masse du satellite k; Gjreprésente la constante de
gravitation due à Jupiter et dont la valeur numérique est donnée dans le
paragraphe 33. Le crochet contient deux termes; le premier traduit
l'action directe du satellite k sur le satellite j, le deuxième traduit
l'action indirecte venant de celle du satellite k sur le corps central. r-
et r^ , les vecteurs positions des satellites j et k.
On remplace dans (37) Gj par :
R .‘L devient :
J*
1 +m
w
Z 2 ITllf
R;k = N; Af. *
r JJ 1*mj
f Aj Aj 0.0c
1 Ajk fj?
L'exposé sur le développement de cette expression sera facilité si nous
séparons dès maintenant les deux parties directe et indirecte.
Partie directe :
(38)
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et partie indirecte :
(39) R; = -N?A5
1 J .
Partie directe de l'interaction.
quatre facteurs i
m k Aj
1+noj Ajk ’
Wlr Aj'n.rv
1+ttlj
rire sous la
_ al
O © © ©
(T) contient Nj , qui est une quantité déjà définie. Elle n'est
autre chose que le moyen mouvement moyen du satellite j dont
la valeur est donnée par l'observation.
Ç2) est une partie de compensation s elle annulera le facteur
£
1/NjAj présent dans les expressions (7) utilisées lors de la
formation des seconds membres des équations.
(^) sera développé sous la forme d'un polynôme des masses :
*k(1+lnj "k - Vk*
C'est une série qui converge rapidement car les masses mj et m^.
sont faibles.
(V) est le rapport de deux distances. La première Aj est une
constante connue. Elle est déduite du moyen mouvement moyen Nj
au moyen de (36). La deuxième Ajk, représentant la distance
instantanée entre les deux satellites, est la seule quantité
qui nécessite un développement important.
Jusqu'à présent, nous avons utilisé dans l'écriture des expressions
le moyen mouvement osculateur nj et le demi-grand axe osculateur a* ,
ensuite le moyen mouvement moyen Nj obtenu par observation et une
constante Aj proche du demi-grand axe. Les quantités nj et aj ne sont pas
des constantes et la première approche de la solution utilise leurs
développements en série au voisinage des constantes connues Nj et Aj. La
théorie permet d'obtenir comme résultat pour n j sous la forme :
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rij = Nj -ANj+ termes périodiques,
dans laquelle la quantité constante A Nj est habituellement appelée la
perturbation séculaire du moyen mouvement (Tisserand, 1896) et :
v
(40) nj =Nj~ANj, le moyen mouvement;
ensuite, at , la quantité correspondante à n- est appelée le demi-grand
J J
axe.
Il est commode de mettre le -facteur
de deux facteurs :
s ou s la forme d'un produit
A)fc aj Ajk
Cette mise en facteur permet d'isoler la partie aj /Ajk dépendant seulement
des distances osculatrices ; l'autre facteur Aj/aj est une expression
simple proche de 1 :
u+S2)% .
Soit S, l'angle formé par les deux vecteurs r- et r,; le carré de la
J K
distance Àjk séparant les deux satellites a pour expression:
= rf +rk * 2rj rkcosS
ou : (41) Ajk= r? [ - 2-jjcoss].
J J
Le rapport r^ /rj peut être plus grand ou plus petit que 1; nous
distinguons deux cas :
cas intérieur rk < rj,
cas extérieur r^ > r. .
Développement de cosS,
41= Soient ( x , y) le plan de référence (fig.5),
N k TT k Pk l'orbite du satellite per turbateur ,
Nj Tlj Pj l'orbite du satellite perturbé,
Ij , 1^ les inclinaisons des orbites sur le plan de
référence,
J l'inclinaison mutuelle des orbites,
Nj , Nk les noeuds ascendants des orbites sur le plan de
référence,
n> - les périjoves des orbites,
et "^k “ X^k 1
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a] = XNj
Vj ? xNj + N j Pj , vk = xNk+ KkPk
£j = x Nj + Nj G , Zk = xNk+ MkE
On dispose initialement de deux relations entre des éléments de deux
triangles sphériques Pj GPk et GNjNk :
cosS = cos(vj-tj ).cos(vk-‘q<)+sin<vj - tj) „sin(vk~ük) .cosJ,
cosJ = coslj.coslj^ + si n Ij . si n 1^ c cos ;
qu'on transformera au moyen des -formules de Delambre pour éliminer Zj et
Z ic afin de pouvoir exprimer par la suite cos S en fonction des variables
uti1i sées.
Les formules de Delambre :
(42) <
J r;+ZL Hj+Æk a-J4 . I.-L, . Q.[~ük . fZ'-iV • I;+Ik
si n—cos —— =cos V' CQ5 - * si n «* - si n —— si n .J...* si n -ti—- .
22 2-2. 2 2 2 2
J Ti+îk • n.i*Ou Ai-^k • 1\ -Xk Æj+Æk • Aj-ftk I»'4lk
i n— si n -bLLhr =si n -^cos si n —- -cos —. si n —. si n J .si n si n
2
3 ... r{-Ck = ^„_2 A'-Ac
cos-cos 2 cos 2 C05 2
cos ^ si n ~ si n (ilj -fy ) ( cos
Ij'-lk , . 2 Aîlj-Ik
+ s ! n —— c o s
lj+Ik,
cos
2
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peuvent être facilement mises sous la -forme :
si n ^-cos ~ sin-^À-cos—cosi7f- cos 4j- si n — cos ,
2 2 2 2 J 22 K
s i n — s i n = s i n c o s 4r- s i n Ot - cos-^- sin—^-sini7k ,
2 2 2 2 J 22
COS— CO 5 = C05 i- C05 + s i n s i n —- C O 5 ( -\Qk) ,
c o s 4r s i n = si n si n ~ si n o
2 2 0 9 J K
(43) J
On pose :
(44)
X - sin-f-expi^ ,
D - C05 —expi Slî* ,
et on écrit l'expression de cosS en fonction de ces quantités et de v- et
vk“
Alors :
(45)
X2 ex pi (-Vj -vk ) = si n2-^-expi (-Vj-vk +Cj + ük) ,
n « -r
TJ expi (-vj +vk) = cos —expi (-v^+vk+Cj-tk).
cosS = Re [ X2expi (-Vj-vk ) + t)2expi (-vj+vk )] ,
où Re désigne la partie réelle de l'expression complexe mise entre
crochets. Les quantités X et yj seront exprimées en fonction de variables
et seront introduites sous la forme des séries de monômes dans le calcul
informati que.
X = sin expi
= si n -îi- cos — expiât - cos -Ü- si n expi-Qu
O 7 r J O 2 K
r;+rk i; c.-+rk , . . ij
—- = si n -J- cos i 0- + i si n — si n -
2 2 2. 2 2
li
C'est une série de 6 termes quand on limite le développement au degré 3 i
x = -à - <Tk"i8'lli6i)expiQi‘-
Le deuxième membre peut être exprimé facilement en fonction des variables.
Par exemple le premier groupe est égal à :
— sinïj expiQj + (-jTj “ ^j-)sinâ exPi^j " exp ilZj. si n2 I
ou : ts-* «4 xsj ^*ïj xsk>W depré 5.
D'où le développement en série de
_^f)' _ f Xl) X6j XÂ hk _ x5\ X5kX€k . X5j X6j X S~k
22 16 16 16 ^ 16
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De la même façon, on exprime Y) en fonction des variables ;
^ = cos —- expi
= cqs —^cos-^+ isin^Ap)
= co5-icos^+ sin-i sin-j cos (^-12^) + i si n^- si n-—si n ( f2j-J2k)
= cos-ii cos^ ¥ si n-^i-si n ^exp i (Hj-ilk)
C'est une série de 9 termes quand on limite le développement au degré 4
des inclinaisons :
9 (1 .k\Jt
Wi
l-ï-ï*
8 8
1-*
1
l|tA IkT )
L *
Ik
4- ——
64 384 394
t Ij il,n
+ (£ ~4Ï > {~ " Tô^xP^i exp-uV48 LJ
+ (
Ijlk i.3Ik 1,1k
96 * 96~ lexpifljexp-UZ,,.
Le deuxième membre peut être exprimé facilement en fonction
variables X :
9 = Xfj Xgj_ X5k x£k + XsjXelc + Xs-,x6i xskx6k
8 8 4 64
5xfj* X
128
2,
fj
des
SXacXÜt , X|; Xg|- Xg* | XsLX£*x|*+
128 32 32
On constate
contient un terme
forme :
(46)
n
que X ne contient pas de termes constants alors
constant égal à 1. On peut donc écrire cosS sous
cosS Re [ expi (-v- + Vi. ) +
i) K
que rj
1 a
dans laquelle cp représente le reste de l'expression et dépend des
variables d'inclinaison.
Développement de l .
Ajk
2
42. On reporte l'expression (46) de cosS dans l’expression (41) de Ajk
Cette dernière devient :
[ ‘<(i=f-27f cos<vj-vk)-2JJ. "•<«? »] .
JJ J
£jk = r j-[ l+^r“2 o(rcos (vj -v^ ) -2^Re ( <j) )j ,
ou encore :
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quand on remplace le rapport de distances
ro
par 0<r .
On pose ensuite
et
d2 = 1+o^p- 2 ©<r cas (v--v^)
J
<t> = Re< cf ) ,
Alors : r ^ d2 (1 lp(rdp
d2
?
et l'expression à développer prendra la forme î
(47) = ài d-’ fi
rj '
2c<r±\/z
d2> '
dans laquelle 2cXr4>/da est une petite quantité devant 1. On va développer
3^/Ajk en série entière par rapport à cette petite quantité s
aj
Ajk rj L
a"1 1
d + 2 (2«^> ) d'1 |(2o<r<|>f d'5 +^(2W^)f d"7
le second membre limité au degré 4 des inclinaisons se réduit à :
d 1 + exr cjj d 3+-|o(r2cl)2 d 5] .
On sépare ensuite les termes de <j> en deux groupes, le premier portant les
degrés 2 et le deuxième, les degrés 4 :
<P = 2.+
L'expression (48) ci-dessous est celle que nous utilisons dans le
développement limité au degré 4 des inclinaisons s
<48> Air rktd ' ^rlWd 3 +!«?4>2d~S] .
— S
les quantités d (s=l, 3, 5, ...) peuvent être développées en séries
de Fourier d'une façon classique. Prenons un cas intérieur où o(r<l, si o(r
était une constante, l'expression s
d~s = 1 + ^r2-2 o(r C05 (Vj -v^ )J
-%
pourrait être développée en une série de la forme :
Cx>
,-S ] , (o) \~ (p)
d =2by/ L V05(j(vrV
P —I /<•
(49)
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après calcul effectif des coefficients de Laplace et » Or le
rapport de distances o(r dépend du temps par 1’intermédiaire des variables
et on ne connaît que la valeur du rapport
déduite des valeurs numériques des moyens mouvements Nj et N^. Il est donc
important de mettre en évidence les différences existant entre les
portant des indices différents pour pouvoir évaluer le complément de
développement.
0(.^ est calculé à partir des valeurs numériques de et Nj au moyen
de la troisième loi de Képler. On obtient ;
Le premier facteur du second membre est une constante numérique, on
l'appelle o(Q . Deux autres valeurs intermédiai res sont :
respectivement le rapport de deux demi-grands axes osculateurs et le
rapport de deux demi-grands axes. La définition des demi-grands axes a été
donnée dans le praragraphe 40.
La correspondance entre les différentes expressions des (X est mise
en évidence par les éléments de la relation (50) ci-dessous ;
'v
°<a
c*r
Il convient de signaler dès maintenant, que la solution pour ,
comme pour Çÿ , contient une partie constante et une partie périodique. La
partie constante, constituée d'un polynôme des paramètres constants, a une
valeur très faible du fait que les termes les plus importants ont l'ordre
des masses perturbatrices. La présence de cette constante est due à la
deuxième condition de quasi-périodicité (11) du paragraphe \6. Elle dépend
donc de l'ordre et du degré de la solution.
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Il est courant d'aborder une solution d'ordre plus élevé en faisant un
développement basé sur les résultats de la dernière solution connue. Par
cette voie, on doit refaire à chaque fois le développement par
substitution, du fait qu'on a une autre valeur du moyen mouvement. Une
autre voie consiste à évaluer les valeurs de ces constantes à un ordre
choisi et les utiliser une fois pour toutes dans un développement unique.
C'est la méthode mise en oeuvre par Duriez (1979) dans sa théorie
planétaire où les degrés de ces constantes sont appelés grades. Dans notre
développement analytique par rapport aux masses, nous n'utilisons pas les
grades numériques mais des quantités équivalentes obtenues par
identification sous la forme des polynômes des masses et des grandeurs
assi mi 1ées.
Soit la solution obtenue pour l'ordre p. Cette solution
contient un groupe de termes constants dont la somme est -Oj^et une série
de termes périodiques représentée par . Dans le développement de
l'ordre p+1, il est parfois intéressant d'effectuer tout de suite la
substitution de la partie constante dont la valeur est connue.
Le troisième facteur du second membre de (50) peut alors s'écrire :
_o^_ = /iüî/ i+'Sk-q# / ....
U + 5zj/ \ l+Çÿ-CTj/ \ \l-Oji
l'indice p a été omis pour simplifier l'écriture. Le facteur contenant CTj
et CTk est une constante évaluée à partir de la solution d'ordre p. Il
apparaît sous la forme d'un polynôme des paramètres constants. A cette
approximation, on a :
ü» = /1+gf3
°^A \1 + C2j/ \l-Oj /
v v ' ' '
Q<a °<a
°<A
v y '
°<a
c^A
Pour ne pas encombrer la notation des signes additifs, on peut
écrire (50) en utilisant et , mais dans ce cas on doit garder en
mémoire que les séries représentées par elles ne contiennent plus les
constantes extraites formant le facteur :
M-«j )
43„ Le rapport des distances des satellites à Jupiter est cxr . C'est une
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quantité variable; on la développe autour d'une valeur constante voisine
Q<o définie au paragraphe précédent :
numér i que
v __ )
v-y \ltW
V-
oCf^ constante
v
o(a constante
— 1 V
J
(Xa contient des variables
de fréquence.
j
(Xr contient tous les types de variables,
sauf les variables d'inclinaison.
Le premier facteur du second membre est numérique; chacun des
autres facteurs a un développement sous la forme d'une série dont la somme
des termes est proche de 1. Mis à part le développement du dernier facteur
qui nécessite les relations déjà établies dans le paragraphe 37, les
autres facteurs se développent simplement à l'aide des formules du binôme.
On pose :
et on calcule Eu i
Soc
Le crochet est développable sous forme d'une série dépendant de toutes les
variables relatives au couple de satellites considérés, à l'exception des
variables d'inclinaison qui sont introduites seulement par le
développement de cosS abordé précédemment. On note par [saJ la série
représentée par le crochet; on utilise ensuite :
oCf = OLq + So( j
rk
- CX. = ex, _ ,1
ak rj *. J
Ur = °^0 + [Sa ],
g
pour le développement des d .
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44» Un terme générai de (49) développé au voisinage de , prendra la
forme suivante, dans laquelle on utilise les dérivées des coefficients de
Laplace par rapport à ex :*
(52) COS(Vj ~vk ) =
+
\l(p) J nZ I ( p)
l2 d Ps/2
bol 2 lbâJ M3
+ ] [sb] cosp(Lj-Lk ) ,
dans laquelle [sbj , dont l'expression contient des variables, a été
préalablement évaluée au moyen de la relation :
(53) cosp(vj-vk) = [sb] cosp (Lj -Lk ),
d'après l'approche du paragraphe 37. Le développement des séries [sa] et
S^J peut être réduit suivant le degré désiré des paramètres variables.
Pour atteindre le degré n des variables, on doit pousser le développement
jusqu'aux dérivées nièmes des coefficients de Laplace par rapport à o< .
Le calcul des coefficients de Laplace et leurs dérivées par rapport
à c<0 utilise les relations bien connues en mécanique céleste dans les
théories planétaires. Notre travail dans ce domaine est essentiellement
une introduction de ces relations sous une forme codée permettant un
calcul automatique et rapide, Ce calcul est fait une fois pour toutes; les
résultats sont rangés dans un fichier à accès direct auquel on peut faire
appel à tout instant.
Le développement de (53) utilise les expressions du paragraphe 37.
On doit faire disparaître Vj et vk dans les arguments par un développement
ne laissant dans l'argument que des fonctions bien connues du temps Lj et
Lk . On considère la fonction du temps ex p i p ( v: - vk ) ; cette expression est
mise d'abord sous la forme :
exp i p (v- -vk ) expi p(Lj - L k ) expi p ( vj -Lj ) . exp~i p (vk-Lk)J ;
expip(Lj "Lk ) sera conservé comme fonction explicite du temps, le crochet
est à développer en fonction ries paramètres variables. Ainsi par cette
voie on a pu écrire cosp(vj-vk) sous la forme (53).
Le développement de l'expression (52) donne une série dont chaque terme a
une forme générale comprenant un coefficient numérique, un facteur
variable composé de variables dont chacune porte un exposant positif ou
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nul et enfin une fonction explicite du temps.
Expression unique de d~s dans les deux cas intérieur et extérieur.
45. Dans le cas où l'orbite du satellite perturbateur se trouve à
l'extérieur de celle du satellite perturbé (cas extérieur, définition dans
le paragraphe 40), o(0 est supérieur à 1. Son inverse sera utilisé pour
le calcul des coefficients de Laplace et des dérivées de ceux-ci
-s
d = °<S[ oT2+i-2o<H C05 ( Vj “Vjç
l'expression (49) devient i
—— c
(54) d «cf8 lb(°/z + )_ bs/cosplvj -vk) .
p=/
Sagnier (1973) utilise une expression unique de d”s pour les deux cas
intérieur et extérieur %
(55)
-s c2 QO
d = L K c°sP(Lj“Lk) »
r-o
les coefficients
moi di f i és.
sont alors définis comme les coefficients de Lap1 ace
Les comparaisons des expressions (49) et (55) d'une part pour le cas
intérieur et (54) et (55) pour le cas extérieur permettent de fournir la
correspondance entre les coefficients bet :
j» G°)
- cas intérieur bs:/2 ’
- cas extérieur
s/z 2
7 S >)
°< bs/2
On écrira (52) sous la forme s
<5f.) [ [Sa! D« + [Sa]2 £ ï^+ [S,af t ¥^ + ... ] [S J cosp (L. -L^).
La correspondance entre les coefficients ^ d'une part et les
coefficients de Laplace et leurs dérivées, d'autre part, est également
établie par identification.
Dans le cas intérieur :
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1 ' a-
2 n ! ô<Xn
et dans le cas extérieur
" 1 _LB" X'r,= — i.«(s'"' Y Cj (s) . «j à
“Va Z»!'" 0 "-J“ i5] '
(P)
avec (s)n = s (s-i ) (s-2). . . . (s-n+l ) et o( = ex©.
Exemple : ^ = — ^-a^s (s-1 ) (s-2) bO)V2
+ 3s ( s-1 )ol Æ
, ô2bg
+ 3s <X **&
-1 ^b’S
+• oC'
S/2
Ô5.r^3
Partie indirecte de 1 ' interaction.
46 L’expression (39) peut être mise sous la forme d'un produit de 4
facteurs :
(57) - a2 . Aj r, co s SR - = -N: N; A,
t' J J J 1 + m; r.2*
J k
© © © ©
Les trois premiers sont identiques à ceux de la partie directe. Le
quatrième facteur sera mis sous la forme d'un produit de plusieurs
éléments :
(58) A* r cosS A; r- /âu\2/a.\2 A: r- /a.v2 2
_LJ = _i. _L Jl J. CCSS = -i -jL JiVc^cosS
aj aj rV aV aj aj xr
dont le développement en série est connu d'après les résultats acquis dans
la partie relative au développement de la partie directe de l'interaction.
DEVELOPPEMENT DU POTENTIEL PERTURBATEUR DU SOLEIL.
47 Dans l'étude théorique du mouvement des satellites galiléens, il est
commode d'utiliser un système jovicentrique„ Ce qui a été fait avec le
développement de l'interaction. Ce même système sera utilisé ici dans le
développement de la perturbation due à la présence du Soleil dont la
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position est donnée par un mouvement moyen et les inégalités les plus
importantes. La partie afférente au mouvement képlérien est facile à
développer car le moyen mouvement du Soleil est bien connu. Par contre, on
doit faire une approximation sur les parties non kép1ériennes On doit
faire des hypothèses, car les inégalités connues du mouvement du Soleil
sont rapportées au barycentre du système de Jupiter et non par rapport au
centre de masse de Jupiter pour les raisons suivantes : les théories
planétaires donnent le mouvement héliocentrique du système de Jupiter, en
considérant ce système comme un point matériel ayant pour position son
barycentre. On en déduit les inégalités du mouvement relatif du Soleil
rapporté au barycentre du système comprenant Jupiter et ses quatre grands
satellites quand les masses très faibles des autres satellites sont
négligées. La distance entre le centre de masse de Jupiter et le
barycentre du système reste toujours inférieure à 250 km, sa valeur est
donc très faible à côté de celle du rayon équatorial de Jupiter (71398
km). Nous admettons que les inégalités connues du mouvement du Soleil
rapportées au barycentre sont aussi valables dans notre système
jovicentrique. Soit Ms la masse du Soleil pour la masse de Jupiter prise
égale à l'unité. La masse du système de Jupiter est alors :
1 + Y_ mj = 1,00020671,
d'après les données numériques des masses mj du paragraphe 33. Le
de la masse du Soleil à celle de Jupiter est 1047,5628 d'après les
du même paragraphe. La fonction perturbatrice due à la présence du
a pour expression :
(59) = G-, Ms( — - ,
J S\ Ajs tf I
rapport
cal cul s
Solei 1
dans laquelle Ms est le rapport des masses du Soleil et de Jupiter
mentionné plus haut; r- , r , les vecteurs positions du satellite j et du
J **
Soleil; Ajs , la distance séparant le satellite j et le Soleil. Cette
expression peut être mise sous la forme :
(60)
/ rs
rs ' Ajs
— cosS
rs
) »
où S est l'angle formé par les deux vecteurs positions. Le développement
en série utilise comme petite quantité le rapport du rayon vecteur du
satellite à celui du Soleil. On porte l'expression de Ajs provenant de
1 'égalité
- 73 -
A,s = r-2 + r5 ~ 2r.- r: cosS
J s
dans (60), celle-ci devient
Rs G-f [0-2-icoss
dont le développement par rapport aux puissances croissantes de la petite
quantité donne les termes principaux suivants :
R* [ u-!co5S + \ (ri+!co52s)f
-pi^fcosS + fcos3s) + ... -^-coss] .
Le deuxième terme du développement est éliminé par le dernier terme venant
de la partie indirecte. Le premier terme est une constante et disparal't
lors des dérivations partielles dans la formation des équations.On
a!
remplace ensuite Gj par , l'expression de la partie utile de la
fonction perturbatrice limitée au degré 3 de la petite quantité se réduit
à :
Ri= JkfJlîf. Nj.
‘+VN/
[(-^|coss) + fcosS ^fco^s)
r-
puis on remplace — du crochet par :
et on obtient Rs sous la forme (61), dans laquelle tous les éléments sont
développables en série d'après les expressions développées dans la partie
du développement de l'interaction :
(61)
Les deux premiers facteurs constants sont identiques à ceux de
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Ms No
-—rr- • est une constante, c'est elle qui donne l'ordre
1 + Ms Wj2- ’ ^
de grandeur du développement de Rs.
-Cl , J^L , cosS sont des séries connues. Il reste à déterminer le
a; a-
développement de -^L . Cette expression a un développement de la même
rj a.
forme que celui de -^L
rJ
est utilisée après une conversion remplaçant toutes les variables
1'i nteracti on.
Dans le traitement informatique, la même série
r i
relatives au satellite par celles relatives au Soleil.
DEVELOPPEMENT DU POTENTIEL PERTURBATEUR DU A LA FORME APLftTIE DE JUPITER.
48. On se place dans le cas de l'étude du mouvement de masses
ponctuelles autour d'un corps central de dimension finie. On supposera que
la distribution de densité admet une symétrie de révolution autour d'un
axe polaire. Soient A le rayon équatorial de Jupiter et r le vecteur de
position du satellite j et b sa latitude; la fonction perturbatrice prend
la forme (Morando, 1974) :
(62) Rj(r) = -Gj—j-I Jk ( ^-)k .Pk(5inb), k e N-{l] ,
où les Jjç , coefficients zonaux du développement en harmoniques sphériques
de la fonction de force de Jupiter, sont des constantes qui dépendent de
la distribution méridienne de densité, et où les Pk sont les polynômes de
Legendre. Parmi ces coefficients zonaux, les deux plus grands que nous
prenons compte dans la suite du développement sont J2 et J4 . Le fait
d'ignorer les harmoniques zonaux d'ordre impair traduit l'hypothèse de la
symétrie de la distribution de densité par rapport au plan équatorial. Les
hypothèses simplificatrices sont en accord avec le dépouillement des
mesures effectuées par Pioneer 10, Pioneer 11,Voyager 1 et Voyager 2
(Campbell et Synnott, 1985):
J2 = 14733 X 10-6
h - 1,4 X io-6
J4 = - 587 X iû-6
c_. II 31 X 10~6
L'effet créé par le terme contenant Jg est négligeable à la précision
préconisée pour la construction de la théorie. Le premier coefficient
d'ordre impair est vaagt fois plus faible que ce dernier. Les polynômes de
Legendre associés aux coefficients J2 et J^ sont :
P2(sinb) = -y s in2 b -y,
35
8
4
sin b
15 2l ^
— sin b + — .
4 8P^ ( s i n b )
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Le potentiel perturbateur se réduit à ï
(63) J2(-—)2 P2 (sinb) + J4(~)^ P4 (sinb)] ,
qui peut être séparé en deux parties :
RE * -GJTp (-^) P2(S‘"b)
ei R34 = -Gj^ J4 P4 (sinb)
2 3
Pour leur développement, nous remplaçons d'abord G(l+m) par N:A; et nous
J i J O
les mettons sous la forme d'un produit de plusieurs facteurs :
= -N-. . N: bf. A
J2 J J J aj rJ
= -Nj •nj A'2
Ai
ai n
Pz ( s i n b ) ,
P, (sinb).
A côté des facteurs dont le développement en série par rapport aux
variables est connu grâce aux paragraphes précédents concernant le
développement de l'interaction ou de la perturbation solaire, on trouve
quatre nouveaux facteurs :
(-^r ) , Ja (-— )^ , P, (sinb) et P., (sinb).
2 Aj ^ Aj 2 ^
Les deux premiers sont des constantes dont les valeurs sont calculables à
l'aide des données du paragraphe 33. Les autres facteurs sont calculables
après la détermination de sinb au moyen d'une relation tirée de la figure
6 et les expressions de définition des variables (3), paragraphe 10.
Fig. 6
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La dernière expression contient expivj et exp-ivj qu'on peut développer
d'après la voie indiquée dans le paragraphe 37.
de Legendre P2 et sont obtenus sous la forme des séries réelles car
leurs expressions ne contiennent que des exposants pairs de la fonction
si nb.
Développement annexe utilisé pour la détermination du mouvement de
l'équateur de Jupiter.
49. La date t=0, origine de temps est une date commode pour déterminer
le mouvement de l'équateur par rapport à l'équateur à cette date pris
comme plan fondamental du repère inertiel. Cette opération est faite lors
de l'intégration d'un système autonome déterminant en même temps le
mouvement de l'équateur de Jupiter et le mouvement à très longue période
des plans des orbites. L'orbite de Jupiter à la même date est utilisée
comme plan de référence pour évaluer le mouvement de l'équateur et le
développement du sinus de la latitude sinb (fig.7) est identique à celui
établi par Ferraz-Mel1o (1979).
Cette série contient i ou \T-T en facteur, par contre, les polynômes
Orbite du satellite
E Equateur de Jupiter
C Orbite de Jupiter
Fig.7
Dans la figure 7, nous admettons que :
8C — BD = vj -Hj ,
AE = vj ~£l0 .
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Alors : sinb' = sinljsinBD = sinljsinBC.j
Dans cette approximation, si nous admettons en plus que :
sinb = b et si nby = b7,
nous aurons :
et :
b'- b = si n I0 si n (vj -/20 ) ,
sinb = si n Ij si n ( vj-ilj ) - si n IQ si n ( Vj-I70) .
La première partie du second membre se développe comme dans le paragraphe
précédent. La deuxième se développe d'une façon analogue et utilise les
variables X5o et Xéo relatives au mouvement de l'équateur.
DIMENSION DE QUELQUES SERIES APPARUES LORS DE LA FORMATION DE LA FONCTION
PERTURBATRICE.
Parmi les trois composantes de la fonction perturbatrice,
1 ' interaction est la plus volumineuse et la partie directe de celle-ci
occupe le plus grand espace de rangement ce qui est dû au nombre important
de termes manipulés. Lors du développement à l'ordre 1 et au degré 8, on
obtient, pour la partie indirecte de l'interaction relative à un couple de
satellites, une série de 8854 termes si les degrés des variables de
fréquence et de circulation sont limités à 3. C'est une dimension déjà
difficile à manipuler. La partie directe est de loin plus volumineuse et
on est conduit à éviter de faire un développement global sans une
limitation du nombre de termes par un tri basé sur la comparaison de la
valeur absolue du coefficient de chaque terme issu du développement à une
valeur donnée, utilisée comme le plus petit coefficient à retenir» Aux
degrés élevés, pour la collection de certaines caractéristiques ou de
certains arguments donnés, on est amené à utiliser un tri sélectif
éliminant tous les autres termes dont l'argument n'est pas figuré dans une
liste donnée. Cette voie sélective permet d'utiliser beaucoup moins
d'espace-mémoire de l'ordinateur; elle utilise des séries intermédiai res
précal culées, rangées sur fichier. Prenons comme exemple, les éléments du
groupe 1, constituants de l'expression (48) du pjfàgraphe 42, reproduite ci-
dessous :
Ils ont pour dimension les nombres de termes donnés dans la table 5a.
Table 5a Table 5b
- 78 -
Eléments . Eléments Nombre de
groupe 1 Nombre de terme* groupe 2 termes
3
r
128
[Sa] ou ^o( 1152
5196
expi p (vrvk)
ou [SJ
769
à 919
4b- 2048
chacune
1 ,2 i2
2 *'*>* 7434
2p +1
Chaque série contient
plusieurs dizaines de
d'S mi 11 i ers de termes.
(s=l,3 et 5) Elles sont calculées
à partir des éléments
groupe 2 d'après (56).
Certains éléments de cette table sont calculés au moyen des éléments du
groupe 2 de la table 5b d'après l'expression (56).
A la précision de collecte des résultats finaux, d'après notre
estimation, les termes de degré 7 ou 8 sont vraiment négligeables du fait
_p
que l'amplitude du degré est de l'ordre 1x10 radian. Les plus hauts
degrés significatifs sont les degrés 6 de la fonction perturbatrice pour
la collection des termes autonomes, indépendants explicitement du temps,
de degré 5 dans les seconds membres des équations; ensuite les degrés 5 de
la fonction perturbatrice pour la collection des termes du degré 4 et
portant la commensurabi1ité (-3,+7) des longitudes du couple de satellites
3 et 4 dont l'importance est signalée dans le paragraphe 38. Les termes de
degré 6 partant la même commensurabi1ité sont négligeables.
51. Ces dernières remarques permettent de prévoir deux directions
principales dans le développement de la fonction perturbatrice :
Un développement global jusqu'au degré 3, dans lequel on conserve
toutes les compositions des arguments apparus. Ce travail permet de
ne pas laisser dans l'oubli certains arguments.
Plusieurs développements sélectifs aux degrés 4, 5 et 6 permettant
de réunir les termes à facteurs d'intégration importants ou des
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termes indépendants explicitement du temps. Par le caractère
sélectif, au moyen d'un argument donné au programme de tri, on peut
réduire considérablement l'espace mémoire d'ordinateur nécessaire au
trai tement.
FORMATION DES EQUATIONS PRELIMINAIRES.
52. La suite du développement de la fonction perturbatrice est la
construction des équations préliminaires d'après les expressions données
dans (7) du paragraphe 12. Ces expressions présentent assez clairement les
opérations conduisant à la formation des seconds membres des équations :
ils sont les produits des fonctions (8) et des dérivées partielles de la
fonction perturbatrice par rapport aux variables relatives au satellite
perturbé et sont obtenus sous la forme des séries de termes contenant les
traces littérales des paramètres constants, les variables littérales et
les arguments littéraux. Nous les appelons les équations préliminaires
pour les différencier des équations obtenues plus tard dans le traitement
par substitution des variables ou les équations ou systèmes d'équations
plus partiels traitant des problèmes particuliers comme le système
autonome, le système critique ou l'équation de la libration. Les
compléments de la forme (7b) sont ensuite ajoutés aux seconds membres pour
représenter la partie due au mouvement du repère.
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Chapitre 3
RESOLUTION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT
Ce chapitre complète la partie théorique du chapitre 2, explique les
approches utilisées dans la résolution des équations et donne des extraits
les plus significatifs des résultats obtenus dans les solutions suivantes:
- solution intermédiaire,
- solution de l'équation de la libration,
- une première approximation de la solution variationnel1e ,
solution donnant des inégalités de degré élevé, notamment le groupe
des inégalités dites de de Haerdtl est complétées de nouvelles
contributions obtenues par un développement plus poussé.
La méthode utilisée, exposée dans le chapitre l, a défini les
différentes étapes de la solution. A chaque étape, correspondent des
groupes d'arguments facilement identifiables., Ainsi, dans la première
étape concernant la solution i ntermédi aire,, où on a négli gé 1 es
excentricités propres et les inclinai sons propres des orbites, 1 es
arguments sont des combinaisons linéaires des arguments élémentaires du
type longitude moyenne. Exceptionnellement, les arguments des termes
provenant de cette solution contiennent aussi la longitude moyenne du
Soleil, la longitude du périjove et la longitude du noeud de son orbite
dans le repère jovicentrique utilisé. Cela vient du fait que le Soleil est
considéré comme un corps perturbateur extérieur au système jovien dont le
mouvement est connu. Ensuite, dans la solution du système autonome ou le
système critique, on trouve des arguments à très longues périodes
provenant des oscillations libres des grands axes et des plans des
orbites. Enfin, c'est dans le traitement des degrés par substitution qu'on
trouve toutes les combinaisons de ces deux groupes d'arguments. Un autre
aspect de la solution concerne la montée en ordre dans ces différentes
étapes. D'après la méthode utilisée, la solution variationnelle utilise le
résultat fourni par la solution intermédiaire (paragraphe 24). On a le
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choix entre les deux voies possibles : soit traiter les deux solutions
ordre par ordre, soit construire la solution 1ntermédiaire jusqu'à l'ordre
le plus élevé et, seulement à ce moment là, aborder la solution
variationnelle en raison d'une différence très nette entre les deux
solutions : la solution intermédiaire est fortement dépendante des ordres
et on trouve encore des termes non négligeables à l'ordre 7 des petits
paramètres physiques, alors que la solution variationnelle est peu
sensible aux ordres élevés et ne dépend surtout que des degrés des
variables. C'est la deuxième voie qui a été choisie car elle offre plus de
souplesse dans le traitement. Au moment d'aborder la solution
variationnelle on pourra prendre la solution intermédiaire à un ordre
choisi bien adaptée au résultat recherché.
Ce chapitre comprend trois parties correspondant aux trois étapes
mentionnées dans le paragraphe 7 : la solution intermédiaire , la solution
variationnelle et le traitement des degrés élevés.
DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION INTERMEDIAIRE.
Le traitement se compose de trois types d'opérations : les
intégrations par rapport au temps, l'identification des perturbations
séculaires des moyens mouvements et la résolution de l'équation de la
libration dans la solution résonnante.
Dans le développement de la solution, nous insisterons sur l'aspect
analytique du traitement qui permet de faire ressortir les détails des
calculs expliquant pourquoi certains résultats ne ressemblent pas à ceux
des théories récemment développées et dont les points de départ sont
presque identiques à ceux que nous utilisons.
DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION INTERMEDIAIRE NON RESONNANTE.
53. La solution intermédiaire est la solution ne tenant pas compte des
excentricités propres et des inclinaisons propres des satellites. D'après
le schéma de la solution (Fig.4, page 33), elle est développée sans
changement de variables. On recherche d'abord la solution d'ordre l, le
résultat obtenu est substitué aux variables pour construire les équations
d'ordre 2, le résulat d'ordre 2 est utilisé pour construire les équations
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d'ordre 3 et ainsi de suite. La solution intermédiaire d'ordre k est la
somme des solutions partielles des ordres traités allant de l'ordre 0 à
l'ordre k :
xCo) + /O + yW + ... + xW .
où x^ représente la solution képlérienne ou la solution non perturbée.
L'intégration par rapport au temps ne pose pas de problèmes particuliers
sauf dans le cas de la libration où l'on groupe et traite d'une façon
indépendante tous les termes résonnants. Les substitutions consécutives à
exécuter lors de la montée en ordre de la solution intermédiaire sont
parfois très longues et utilisent des espaces mémoires importants
notamment lors de la recherche des composantes des grandes inégalités. On
est conduit à utiliser un traitement conçu spécialement pour ce cas
particulier dès le développement de l'ordre 2 de la solution.
TRAITEMENT DES EQUATIONS D'ORDRE 1.
54. Dans le traitement des équations d'ordre 1 et de degré zéro, le
nombre de termes est faible. C'est une facilité qui nous permet de
l'extraire pour exposer l'approche utilisée dans la solution. Cet extrait
est limité ici au cas du satellite l, on y trouvera les séries
représentant les seconds membres des équations avant l'intégration puis
les détails sur la double intégration concernant les deux premières
équations et l'intégration simple de la troisième équation.
Les seconds membres des équations d'ordre 1.
Les extraits des séries représentant les seconds membres des
équations, reproduits dans la Table 6 sont limités aux termes dont
l'amplitude obtenue après intégration est au moins de même ordre de
grandeur que celui choisi comme la limite inférieure des coefficients
retenus. En raison des expressions complexes des variables, les équations
(7) ne correspondent plus aux éléments de l'orbite pris individuellement
sauf pour deux d'entre eux. C'est le cas de deux premières équations :
X^ - X2, première équation, qui permet d'extraire l'équation de
la 1 ongi tude X^ ,
X2 , deuxième équation ou équation du moyen mouvement,
Par commodité, nous appelons les deux autres équations relatives au
mouvement du grand-axe et du plan de l'orbite :
X3 , troisième équation,
Xg- , quatrième équation.
Table 6
Sat.l Série X, -X2 , ordre 1.
Argument
A
Coet.de cosA
( lx 10"7 rad. )
Trace
littérale
1 L, - L2 - 530,59 m 2.
2 2L, -2L2 - 1027,90
3 3L1 -3L2 - 767,32 m 2
4 4L< ~4L2 - 546,99 m2
5 5L, -5L2 - 379,83 m2
6 6L1 -6L2 - 259,31 m2
7 7L,-7L2 - 174,92 m2
8 8L,-8L2 - 116,94 m 2
9 9Li “9L2 77,64 m2
10 10L, -10L2 51,27 m2
11 11L1 -11L2 33,70 m2
12 12L4 — 12L2 22,07 m2
13 L,” L, - 179,05 m^
14 2L< -2L3 - 585,99 m Z
15 3L, -3L3 - 283,57 m l
16 4L, -4L3 - 129,13 m 5
17 5Lf -5L3 56,90 mî
18 6L, -6L3 24,56 mi
19 7L,-7L3 10,45 mi
20 Lr l4 12,01 m4
21 2L, -2L4 70,76
22 3L, -3L4 19,71 '4
23 ^ "4L* 5,14 m4
24 2L, -2LS - 17,75 m4
Sat.l Série X,, ordre 1.
Argument
A
Coet.de sinA
(lx10"7 rad.)
Trace
1 itt.
1 L, - L2 + 754,35 m2
2 2L|-2LZ + 4356,91 ITT 2
3 3L, -3L2 + 3460,56 fïî 2
4 4L,-4L2 + 2554,56 m 2.
5 5L, -5L2 + 1814,46 (H 2
6 6L}-6L2 + 1258,54 ni 2
7 7L,-7L2 + 859,02 m2
8 8L, -8L2 + 579,57 m2
9 9Lf-5L2 + 387,61 ni ^
10 10L,-10L2 + 257,47 m ^
11 11 L, — 11L 2 + 170,08 m 2
12 12L, -12L2 + 111,85 m2
Sat. 1 Sérié X3 , ordre 1.
Argument
A
Coef.de iex p i A
( 1 x 10'7 rad. )
Trace
1 itt.
1 12L, —11L2 + 7,54 m2
2 1lLt-10L2 1 1,35 (Il 2
3 10L, -9L2 + 16,97 (1) 2
4 9Li~8L2 + 25,16 m 2
'5 8L-f “7L2 + 36,89 (D ^
6 7L, -AL, + 53,29 (Ü2
7 6L1 -5L2 + 75,34 m 2
8 5L1 ~4L2 + 103,01 m 2
9 4Lf-3L2 + 132,96 m 2
10 3L,-2L2 + 151,94 m2
11 2L1 "L2 - 61,85 m2
12 L< - 194,55 (n^
13 L2 - 203,45 in 2
14 -L,+2L2 - 665,90 ^2
15 -2L1 +3L2 - 516,62 (Tl 2
16 -3L1 +4L2 - 376,51 (Tl ^
17 -4L,+5L2 - 265,26 (Tl ^
18 -5L, +6L2 - 182,95 (Tl 2
19 -6L,+7L 2 - 124,35 mz
20 -7L1+8LZ - 83,63 m2.
21 — 8 L, +9L2 - 55,79 (Tl ^
22 -9L1 +10L2 - 36,98 (Tl 2
23 -10L1 +11L2 - 24,39 m2
24 -1 IL, +12L2 - 16,02 m 2
25 6Lt -5L3 + 13,31
26 5L, -4L3 29,75 ms
27 4L.-3L3 + 63,79 ms
28 31,-213 + 126,01 (Tl ^
29 2L, -L} - 16,99 (Tl ^
30 L, - 102,36 m 3
31 L* - 72,54 m3
32 -L, +2L3 - 419,00 m3
33 "2L, +3L3 - 205,57 m2
34 “3L1 +4La - 94,32 m2
35 -4L-, +5L3 - 41,76 m3
36 —5L|+6L3 - 18,09 m2
37 -6L< +7L3 - 7,72 m3
38 3L,-2L4 16,93 m4
39 Li - 11,97
40 L4 - 4,96 “4
41 - L, +2L4 - 52,31 m4
42 -2L, +3L4 - 14,63 m4
B4
Table 6 (suite)
• •
Sérié X2, ordre l (suite) Série X, , ordre l (suite)
13 L,
i
i
r—i <pi
i
L + 295,94 m.
14 2L, -2L3 + 2903,47 m. 43 3L, -2LS + 4,44 ms
15 3L, -3L, + 1434,95 m, 44 L, 2,96
16 4L, -4L, + 660,97 m , 45 L, +22502,17 j2
17 5L, -5L3 + 293,37 m j 46 L, + 32,13 U
18 6L, -6L3 + 127,27 47 -L1+2LS 13,31 ms
19 7L, -7L, + 54,36 m ,
20 L, - + 20,88 m4 Sat. 1 Groupe de termes constants
21 2L< -2L4 + 368,89 m4 de X, -hl.
22 3L, -3L4 + 103,39 "U
23 4L, -4L4 + 27,04 % - 389,1 1 (m2) - 204,72 (m 3 }
24 2L, -2L4 + 94,55 % - 23,94(m4) 5,92 (m
+ 45004,33 (j2) + 64,26 (j^).
Rappelons que d'après la définition du paragraphe 12, et X6 sont respec-
respectivement des conjuguées de et X5 . Les fonctions des arguments du
temps apparues sont :
. Fonctions cosinus dans la première équation;
. Fonctions sinus dans la deuxième équation;
. Fonctions exponentielles dans les équations 3 et 4.
Le second membre de la quatrième équation est nul à cet ordre car il
ne contient que des termes portant au moins un degré relatif aux variables
de type inclinaison comme Xg et X6 . Les coefficients des termes sont
donnés en unité de 1x10 7 radian. Dans la dernière colonne de chaque
tableau figure la trace littérale de la perturbation génératrice de chaque
terme qui correspond à une seule constante physique car les termes
collectés sont d'ordre 1. A titre indicatif, le groupe de termes constants
du second membre de l'équation de la longitude est placé à la fin de la
Table 6 ; la collection globale de ce groupe de termes concernant les
quatre satellites du système se trouve dans la Table 7a.
Identification des termes constants.
La première équation contient des termes dont la fonction de
l'argument est du type cosinus. C'est la seule équation du système dans
laquelle apparafssent des constantes sous la forme des monômes ne
contenant ni variable, ni argument. D'après les conditions de quasi-
périodicité exposées dans le paragraphe 17, la somme de ces constantes
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changée de signe est identifiée à la perturbation séculaire du moyen
mouvement. La relation < L1> du même paragraphe donne :
<F 1 = 0. Dans cette expression, représente la somme des
G)
termes constants collectés et X2 , la perturbation séculaire du moyen
mouvement à 1'ordre 1. La table 7a regroupe les termes constants qui vont
être identifiés aux perturbations séculaires des moyens mouvements des
quatre satellites à l'ordre 1 de la solution intermédiaire.
Les perturbations séculaires ANj des moyens mouvements à l'ordre 1
sont égales aux totales, figurées dans la dernière ligne de la table 7a,
changées de signes. Dans la colonne concernant le satellite 1 , on peut
remarquer la prédominance de la contribution portant la trace littérale
(j2) venant de la perturbation par le renflement équatorial de Jupiter.
Cet effet décroît rapidement avec l'éloignement du satellite de Jupiter et
dans le cas du satellite 4, il est de même ordre de grandeur que les
effets des perturbations mutuelles. Les perturbations séculaires des
moyens mouvements sont souvent exprimées sous la forme A Nj = cry Nj ? où ay
est une petite quantité devant l'unité. Les valeurs des Oj sont données
dans la Table 7b.
Table 7a
Séries <F^ > (unité : lx 10~7 radian)
Sat. 1
+45004,333
+ 64,259
0,0
- 389,109
- 204,718
23,938
5,916
-44444
Sat.2
+ 8854,451
+ 4,993
+ 2444,607
0,0
- 593,035
52,817
11,875
+10646,324
Sat.3
+ 0,383
+ 934,888
+ 651,923
0,0
- 141,266
23,925
+ 3149,189
Sat. 4
239,346
0,017
366,619
210,535
793,070
0,0
55,809
+ 1553,778
Trace
littérale
iz
m ,
m 2
m ^
m ^
m ^
Table 7b
j Nj (rad./jour)
i 3,551552270 -0,0012514221
2 1,769322721 -0,0006017175
3 0,878207947 -0,0003585926
4 0,376486223 -0,0004121739
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Intégration des termes périodiques.
Le premier membre de la première équation du système d'équations (7)
paragraphe 12, contient* X2. Il indique que l'intégration de la deuxième
équation doit être effectuée en premier lieu. Le résultat servira à
compléter la première équation par les termes provenant des perturbations
périodiques du moyen mouvement. L'intégration par rapport au temps de la
troisième équation est indépendante de celle des deux premières. Dans cet
extrait limité au cas du satellite 1, les résultats de l'intégration de
l'ordre 1 sont donnés dans les tables 8a, 8b et 8c.
Table 8a
Intégration de l'équation X2.
bat.1 Sérîe , ordre 1.
Facteur
d ' i ntégrat i on
x2
Coef.de cosA
( 1 x 10-7 rad.)n
Argument
A
Coef.de si nA
(1x10 7 rad.)
Trace
litt.
1 L, " L2 + 754,35 m 2 - 0,561095 - 423,26
2 2Lt-2L, f 4356,91 m2 - 0,280547 - 1222,32
3 3L,-3L2 + 3460,56 m 2 - 0,187032 - 647,23
4 4L, -4L2 + 2554,56 m2 - 0,140274 - 358,34
5 5L1 -5L2 + 1814,46 m2 - 0,112219 - 203,62
6 6 L,-6L2 1258,54 m2 - 0,093516 - 117,69
7 7L,-7L2. + 859,02 m 2 - 0,080156 - 68,86
8 8L,~8L2 t- 579,57 m 2 - 0,070137 - 40,65
9 9L, “9La + 387,61 m2 - 0,062344 - 24,17
10 10L, -10L2 + 257,47 m ^ - 0,056109 - 14,45
11 1 IL,-11L2 + 170,08 fn 2 - 0,051009 - 8,68
12 12L1 -12L2 111,85 m 2 - 0,046758 - 5,23
13 L» + 295,94 - 0,374063 - 110,70
14 2L, -2L3 2903,47 m^ - 0,187032 - 543,04
15 3L, -3L3 + 1434,95 fn ^ - 0,124688 - 178,92
16 4L, -4L, + 660,97 m3 - 0,093516
- 61,81
17 5L, -5L3 + 293,37 m3 - 0,074813 - 21,95
18 6L, -6L3 127,27 m2 - 0,062344
- 7,93
19 7L,-7L3 + 54,36 m 3 - 0,053438 - 2,90
20 L, - L4 +• 20,88 - 0,314954 - 6,58
21 2L, “2L4 + 368,89 - 0,157477 - 58,09
22 3L,-3L4 + 103,39 - 0,104985 - 10,85
23 4L,-4L, + 27,04 m4 - 0,078739 - 2,13
24 2L,-2LS + 94,55 "s - 0,140841
- 13,32
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Dans la Table 8a, la dernière colonne contient les coefficients des
termes de la série représentant X2 issue de l'intégration du second membre
de l'équation X2 par rapport au temps. La première série de la table 6
représente X,,- X2. A partir de ces deux séries, on pourra former la série
de termes périodiques représentée par X,,. La Table 8b contient dans les
premières colonnes, la série X^ ainsi formée; les deux dernières colonnes
donnent respectivement le facteur d ' intégration déduit du coefficient de
temps de l'argument et le coefficient correspondant de chaque terme de Xj.
On peut remarquer que les facteurs d ' intégration apparus dans les tables
8a et 8b sont faibles et leurs valeurs absolues sont toujours inférieures
à 1.
Table 8b
Intégration de l'équation de la longitude moyenne Xf
Sat. 1 Série X1 , ordre l.
d '
Facteur
intégration
X,
Coef.de sinA
( 1 x 10'7 r ad . )n°
Argument
A
Coef.de cosA
( 1 x 10"7 rad. )
Trace
litt.
1 L, " L2 - 953,85 fn ^ + 0,561095 - 535,2
2 2L, -2L2 - 2250,52 m ^ + 0,280547 - 631,3
3 oL, ~ j L 2 - 1414,55 01 j + 0,187032 - 264,6
4 4L, -4L2 - 905,33 fn 2 + 0,140274 - 127,0
5 5L, -5L2 - 583,45 m 2 + 0,112219 - 65,5
6 6L, -6L2 - 377,00 m2 + 0,093516 - 35,3
7 7L, -7L2 - 243,78 m2 + 0,080156 - 19,5
8 CNl_l03
1_T03 - 157,59 m2 0,070137
- 11,1
9 9L, -9L2 - 101,81 m2 + 0,062344
- 6,4
10 10L, -10L2 - 65,72 m2 0,056109 - 3,7
11 1 IL, -11L2 - 42,38 m2 0,051009 - 2,1
12 12L, -12L2 - 27,30 m 2 + 0,046758 - 1,3
13 L, - L3 - 289,75 m3 + 0,374063 - 108,4
14 2L1 -2L, - 1129,03 m3 0,187032
- 211,2
15 3L,-3L3 - 462,49 m3 + 0,124688
- 57,7
16 4L,-4L3 - 190,94 + 0,093516 - 17,9
17 5L, -5L3 - 78,85 m3 + 0,074813 - 5,9
18 6L, -6L» - 32,49 ma + 0,062344
- 2,0
19 r~ i "-j r~ - 13,35 mâ + 0,053438
- 0,7
20 L4 - 18,59 m 4 0,314954 - 5,9
21 2L, -2L4 - 128,85 m4 0,157477 - 20,3
22 3L, -3L4 - 30,56 m4 + 0,104985 - 3,2
23 4L, -4L4 - 7,27 + 0,078739 - 0,6
24 2Lj -2LS - 31,07 ms + 0,140841
- 4,4
n
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
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Table 8c
Intégration de l'équation X3 .
3 ,ordre 1. X 3
Facteur
.de i ex p i A Trace d'intégrati on Coef . de exp i A
x 10~7 r a d. ) litt. (1x10”7 r a d . )
+ 7,54 (D 2 + 0,043185 + 0,33
+ 11,35 m 2 + 0,046786 + 0,53
+ 16,97 + 0,051042 + 0,87
+ 25,16 m ^ + 0,056150 + 1,41
+ 36,89 + 0,062394 + 2,30
+ 53,29 (D ^ + 0,070200 + 3,74
+ 75,34 m2 + 0,080239 + 6,05
+ 103,01 ni 2 + 0,093629 + 9,65
+ 132,96 (Tl q + 0,112382 + 14,94
+ 151,94 (Tl ^ + 0,140528 + 21,35
- 61 ,85 m2 + 0,187484
- 11,60
- 194,55 (D 2 + 0,281567
- 54,78
- 203,45 (Il 2 + 0,565188 - 114,99
- 665,90 m 2 -77,478425 +51592,68
- 516,62 m 2 - 0,557061 + 287,79
- 376,51 (n 2 - 0,279535 + 105,25
- 265,26 (Tl 2 - 0,186581 + 49,49
- 182,95 m 2 - 0,140020 + 25,62
- 124,35 m 2 - 0,112057 + 13,93
- 83,63 - 0,093403 + 7,81
- 55,79 tn 2 - 0,080074 + 4,47
- 36,98 m2 - 0,070073 + 2,59
- 24,39 m2 - 0,062294 + 1,52
- 16,02 m 2 - 0,056069 + 0,90
+ 13,31 m3 + 0,059108 + 0,79
+ 29,75 + 0,070200 + 2,09
+ 63,79 ni j + 0,086419 + 5,51
+ 126,01 m3 + 0,1 12382 + 14,16
- 16,99 m2 + 0,160645
- 2,73
- 102,36 m3 + 0,281567
- 28,82
- 72,54 m3 + 1,138682
- 82,60
- 419,00 ma + 0,557061 + 233,41
- 205,57 m3 + 0,223790
+ 46,00
- 94,32 m3 + 0,140020 + 13,21
- 41,76 <d3 + 0,101883 + 4,25
- 18,09 + 0,080074 + 1,45
- 7,72 m3 + 0,065955 + 0,51
+ 16,93 m ^ + 0,100993 + 1,71
- 11,97 m ^ + 0,281567
- 3,37
- 4,96 % + 2,656140
- 13,18
- 52,31 m ^ - 0,357324 + 18,69
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Table 8c (suite)
Sat.l Série X3. ordre 1.
Facteur
d ' intégration
*3
Coef.de expiA
(lxl O"7 r ad . )n°
Argument
A
Coef*. de i expi A
( 1 x 10'7 r a d . )
Trace
litt.
42 -2L, +3L^ 14,63 % - 0,167402 + 2,45
43 3L,-2LS + 4,44 ms + 0,093881 + 0,42
44 2,96 m s + 0,281567 0,83
45 Li +22502,17 + 0,281567 + 6335,87
46 Li + 32,13 ü + 0,281567 + 9,05
47 -Li +2Ls 13,31 m s - 0,281797 + 3,75
Dans la Table 8c, les coefficients des termes de la série
représentant X3 obtenue après intégration se trouvent dans la dernière
colonne. Parmi eux, on trouve une valeur de loin plus grande que toutes
les autres en raison de la valeur absolue élevée du facteur d'intégration.
Le coefficient du temps de son argument est très faible; sa composition
correspond à une des commensurabi1ités entre les moyens mouvements des
satellites du système. Les phénomènes de proche-résonance et de résonance
provenant de ces commensurabi1ités ont été abordés dans le paragraphe 5.
Dans le cas du satellite J1 examiné ici, ce terme de proche-résonance
constitue la plus grande inégalité du mouvement. Comme la variable X3
représente l'excentricité de l'orbite par son module et la position du
grand axe de l'orbite par son argument; ce terme, portant un grand
coefficient, apparu dans la série X2 prédomine sur tous les autres et son
amplitude constitue une sorte d'excentricité que l'on dénomme
habituellement par excentricité induite de l'orbite du satellite.
Le traitement des équations relatives aux autres satellites est
identique à celui du satellite 1 exposé dans ce paragraphe. Comme
particularité de la forme des orbites, on peut signaler que l'excentricité
induite de l'orbite du satellite 1 trouvé ici est plus faible que celle
du satellite 2 et plus grande que celle du satellite 3; tandis que
l'excentricité induite du quatrième satellite est très faible.
SUBSTITUTION DES VARIABLES DANS LA FORMATION DES EQUATIONS D'ORDRE
SUPERIEUR fl 1 ET CONVERGENCE DE LA SOLUTION.
55. Dans la préparation des équations d'ordre supérieur à 1, les seconds
membres d'un ordre donné sont obtenus par substitution des variables par
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les résultats correspondants obtenus dans la solution des ordres
intérieurs. Avant l'opération de substitution, un terme quelconque des
seconds membres des équations est un monôme dont la structure est donnée
dans le paragraphe 35. Les variables littérales y sont apparues sous la
•forme de facteurs. L'opération de substitution consiste à remplacer ces
facteurs par des séries.
Dans le cas le plus simple où le terme considéré ne contient qu'une
seule variable portant un exposant égal à 1, l'opération sera faite par la
suppression de cette variable dans l'expression monômiale du terme suivie
d'une multiplication simple du restant par la série représentant la
variable. L'ordre minimum d'un terme issu de l'opération est 2. Lors du
développement préliminaire, il apparaît déjà certains termes d'ordre 2
YY\ l.
générés en partie par le facteur de la fonction perturbatrice. La
substitution globale des termes linéaires d'un second membre équivaut à la
formation des termes d'ordre 2 de celui-ci d'après la relation :
où F, représente le groupe des termes linéaires du second membre considéré
et , les termes d’ordre 2 calculés. X ^ utilisé dans le calcul est la
solution intermédiaire d'ordre 1. Ces mêmes termes linéaires sont aussi
générateurs d'une partie des termes d'ordre supérieur. Par exemple, les
termes d'ordre 3 seront collectés par l'opération :
c(3) r HL m
* L- "àX Â ’
Dans le cas où le terme considéré contient plusieurs variables
portant des exposants de valeurs différentes, plusieurs voies sont
possibles : on peut par exemple former la série représentant toutes ces
variables par multiplication, ensuite la substituer à ce groupe de
variables de la même manière que dans le cas d'une seule variable ci-
dessus; on peut aussi faire la substitution facteur par facteur. La
première voie n'est pas commode, car aux degrés élevés, une série
importante porte toute une gamme très variée de combinaisons de variables
qui rend très coûteux le traitement. La substitution globale d'un second
membre à l'ordre p+1 équivaut à réaliser l'opération :
cf F
... ^>Xp
*b X p-I
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Dans la deuxième voie, on cherche à substituer à chaque -fois une
seule variable pour la série donnée. Un sous-programme conçu pour ce
traitement identifie la variable désignée par cet appel et effectue
son travail en construisant d'abord toutes les séries représentant
cette variable portant les exposants de 1 à la valeur la plus élevée,
exécute ensuite la substitution pour l'ensemble des termes de la
série. Cette démarche est sélective, c'est à dire que chaque terme
est examiné, l'opération ne se déclenche que si la présence de la
variable désignée est repérée. Le mode de substitution est donné par
1'expression :
On aura dans le programme autant d ' intructions d'appel du même sous-
programme de substitution que de variables à substituer.
A la -fin de la substitution, on obtient une série dont les termes
apparaissent sous la -forme de monômes de configuration très simple
composée de deux facteurs : un coefficient numérique accompagné des traces
littérales des constantes physiques et une fonction du temps. L'opération
de substitution prend beaucoup de temps d'exécution quand les séries
manipulées sont longues. Pour la quasi totalité des arguments, qui sont
des termes de courtes périodes, le développement de la solution à l'ordre
3 est satisfaisant, car l'ordre 4 ne contient aucune contribution
d'amplitude supérieure à 1x10 radian jovicentrique. Il en est pas de même
pour les arguments de proche résonance qui sont de longues périodes.
56. Grâce à la petitesse des facteurs d'intégration, la convergence de
la solution des termes à courtes périodes est rapide. La table 9 donne la
liste où figurent les plus grandes composantes du coefficient à chaque
ordre relatives â deux arguments choisis pour illustrer la convergence des
termes de courtes et de longues périodes. L'argument -2L^+3L2 est de
courte période, la solution converge rapidement et les contributions de
l'ordre 4 sont négligeables. L'argument -L1+2L2 est de longue période, la
solution partielle pour le groupe de termes portant cet argument converge
plus lentement et à l'ordre 7, on trouve encore un petit nombre de
contributions non négligeables.
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Table 9. Convergence de la solution intermédiaire:
Satellite Jl. Extrait de X3 limité aux plus grandes
contributions du coefficient à chaque ordre.
Or dr e
Argument A = -2L,+3L2 Argument A = -L1+2L2
Coef f i c i ent
de ex p i A
( l O”7 radian)
Trace
littérale
Coef f i c i ent
de expi A
(10"7 radian)
Trace
1 i ttérale
1 + 278,79 m2 + 51592,68 m ^
O
JL 5,81 m 2
- 8966,23 m 2 j2
3,88 m j m2
- 920,39 m2
- 662,51 ^2
3 + 0,45
2
^ rn 2 + 1569,70
m
H) 2
+ 0,24 m* m2 + 313,33 m2 h
+ 0,10 n\ J* + 136,60 m i m2 j2
4 - 273,67 *2->?
- 60,73 m2 il
- 23,86
5 + 47,67 m2 j£
11,50 i?
+ 4,17 m m -s
6 - 8,31
s
m ^ J 2
- 2,16 m|]£
- 0,62 mi m2
7 + 1 ,45
_ -6
m2 j2
+ 0,29 ml->!
Dans la solution interméd1 a 1re, un argument peut être écrit sous la
forme d'un produit scalaire :
(64) ( p| L) .
où L dénote le groupe d'arguments élémentaires Lj , j=l à 4. L'argument de
longue période — Lt + 21_2 correspond à :
p = (-1, 2, 0, 0).
Il existe d'autres arguments égaux à cet argument à k.l80° près en raison
de l'existence de la relation :
1,-312+213= 180°.
Les principales valeurs de p correspondantes se trouvent dans la table 10.
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Table 10
P
-3 < -4, il, "6, 0)
-2 ( "3, a, "4, 0)
-1 ( "2, 5, _ Oz ï 0)
0 ( -1. 2, 0, 0)
1 ( 0, -i, 2, 0)
2 ( 1. "4, 4, 0)
3 < 2, "7, 6, 0)
4 ( 3 - 10, 8, 0)
La solution pour les termes portant ces arguments converge lentement pour
deux raisons : un facteur d'intégration important dû aux commensurabi1ités
des moyens mouvements des trois premiers satellites et l'amplitude des
termes générateurs.
APPROCHE UTILISEE DANS L'INTEGRATION DES EQUATIONS X, AUX ORDRES ELEVES
57. La solution pour X5 contient des grandes inégalités dont la
composition des arguments est donnée dans la Table 10. Il est nécessaire
d'aller jusqu'à l'ordre 7 pour pouvoir réunir toutes les composantes
significatives. Or les séries résultats obtenues à l'ordre 3 sont assez
volumineuses; il n'est pas commode d'itérer les substitutions jusqu'à
l'ordre 7 avec de telles séries. De plus on sait bien que dans les ordres
supérieures, la majorité des contributions sont négligeables; celles qui
restent à collecter sont justement les contributions des grandes
inégalités. D'autre part, on peut constater que les termes linéaires des
variables qui ne portent pas d'argument sont de loin les plus importants
des termes générateurs. Par exemple, dans le cas de l'équation x*i relati ve
au satellite J1, le plus grand terme linéaire du second membre est :
i [22502,2(j2)+64,3(j4 )+431,8(m2)+174,5(m^Jt18,7(m4)+4,4(ms)j X3<
L'unité utilisée étant 107 radian. Le coefficient de ce terme contient une
composante portant la trace (j2) qui génère des composantes significatives
jusqu'à l'ordre 7. On désigne par la série des termes formant le
second membre. En substituant le terme principal d'ordre 1 : 51592,68(m2 )
expi(-L,+ 2Lg ) de X51dans la formation de l'ordre 2, on obtient :
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ai
ax31
yt
. X^ = i£ 116,1 (m^j^) ex p i (-L^+2L2 )J
K
i . 22502,2(ja) x 51592,68 ( m2) ex p i (-L, +2L2) .
L'intégration fournit :
(?)
Xgj = -8994,8 (ra2j2) ex p i (-Li+2L2 ) ,
qui sera utilisé dans la formation de l'ordre 3. Quand on utilise
seulement cette composante du terme linéaire, on obient successivement:
- 8994,8 (m2j2) à 1'ordre 2
+ 1568,2 (m2j|)
- 273,4 ((«2. j| )
+ 47,7 (m2jj)
8,3 (m2jf)
+ 1,4 (m2j2)
à l'ordre 3
à 1'ordre 4
à l'ordre 5
à 1'ordr e 6
à 1'ordre 7
Les termes linéaires de ce type sont les seuls générateurs des composantes
des grandes inégalités à partir de l'ordre 4; les apports d'autres
origines sont négligeables.
Ces considérations incitent à traiter d'une façon séparée les
composantes des grandes inégalités générées par les termes linéaires. A
chaque ordre, le résultat partiel obtenu sera fusionné ensuite dans le
résultat global. On considère le système des équations X3j réduites aux
termes linéaires et aux termes grandes inégalités (65) :
ou
V
x32
(65)
X34
-
ou est la fréquence des
a>» ai2 ais aU*
a21 a22 a 23 a24
a3i a32 a33
a41
v
a42 a43 a44
“v
V
•
Oiers
X
+
X33 b3
J
X34 .V
ex p i co t
~v"
termes linéaires grandes inégalités
les combinaisons d'arguments de la table 10. On cherche les intégrales
particulières de la forme :
X= A1 expi u> t
X 52 = A2 ex p i co t
Xij>= Aiexpicot on en déduit :
x34= A^expio; t
X31 “ * ^ X31
X 32 = i eu X 32
X 33 = i X 33
Xi1x3 X34
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En portant ces valeurs dans le système (65) on obtient un nouveau système
dont la résolution fournira les valeurs de A, , A2 , A3 , A4 cherchées.
(66)
'uj -afl *12 ~ai3 ~a14 ' A,' ‘ b/
"a2i Lü -a22 -a23 “a24 a2 b2
"*3! “a32 eu -a33 ~a34 A3 b 3
"a4! ~a42
1 tu -fN W "a44 A4 b4
On peut ramener la résolution du système au niveau de celle relative à une
seule équation par l'identification des ordres des termes apparus. A
l'ordre 1, on a immédiatement :
(0 _ bî° (0 _ bi°
'l ~ 00 » h2 UJ 5
où l'indice supérieur figuré entre parenthèses indique 1'ordre de la
solution pour la grandeur considérée. Quand l'ordre 1 est obtenu, (66)
donne immédiatement les expressions de la solution pour A1 , A2 , A3 et A4
à 1'ordre 2. Par exemple dans le calcul de A, d'ordre 2 que l'on notera
(2.)
par A^ , on a d'abord une égalité tirée de (66) :
(cü - a1t )At - a,2A2 ~ aoA3 - a<4 A^ = b, ,
à partir de laquelle, on obtient :
A, - ( -a^ ) b1 + a12 A2 + a^ A3 + a<4 A4 .
On procède ensuite à l'identification des éléments appartenant à 1'ordre
des deux membres.
_ 1 ,(a) (0 A(0 A co Aco A co AC1)
UJ
+ a12 A-. + a 13 ^3 + a f4 n4
, _L aco hco
(JO2 3 11 kf
Pour les ordres plus élevés, il est utile de développer (a) - a<i )* pour
faciliter les identifications. On met ce facteur sous la forme :
CU l u) J
dans laquelle a^/eu est une petite quantité devant l'unité car ses
composantes principales sont d'ordre 1. Le développement en série de ce
facteur donne :
(67)
Avec a ,j /uj plus petit 'que 1, les éléments du crochet du second membre de
(67) montrent la décroissance continuelle en amplitude des composantes
•formées dans les ordres successifs. Pour une fréquence u) , la rapidité de
la convergence de la solution dépend de la petitesse de par rapport à
1. Les valeurs de ce rapport des deux arguments cités dans la table 9
sont :
Argument a„ /oj
-2L, +3L2 -0,00129215
" L-j +2L2 -0,01290683
Ces chiffres montrent clairement que la convergence de la solution pour le
premier argument (à courte période) est beaucoup plus rapide que celle du
deuxième (à longue période).
A l'ordre 3, l'identification des termes de même ordre donne :
» -h [b?)+ ^2*
MW+
MtW]
Aux ordres supérieurs, le mode d'identification est identique. On
arrive ainsi à obtenir les composantes des ordres élevés des grandes
inégalités des mouvements des trois premiers satellites avec un nombre de
termes manipulés bien plus faible que celle qu'on aurait à considérer dans
un développement de la solution par les substitutions normales utilisant
des séries entières de volume important.
FORME ANALYTIQUE DE LA SOLUTION.
58. Dans le développement de la solution au moyen des substitutions
comme dans la méthode de traitement partiel exposée dans le paragraphe
précédent, on obtient dans le résultat final des termes portant des traces
littérales des constantes physiques. La présence de ces traces littérales
révèle non seulement la provenance du terme considéré, mai s aussi son ordre
par rapport aux paramètres constants. Cette forme analytique permet
d'éviter une erreur courante qui est le mélange des ordres dans une
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solution. En contre partie, l'espace occupé par un terme est plus
i mportant.
LES GRANDES INEGALITES.
59. La -forme analytique des résultats permet de trouver à tout instant
l'origine et 1'ordre d'un terme de la solution intermédiaire. Dans la
présentation des grandes inégalités, nous les conservons sous la forme
d'un ensemble de composantes. Les arguments des composantes sont
différents de k. 180° ;leur composition est donnée dans la table 10. Ces
arguments apparaissent lors du développement de la solution et nous ne
cherchons pas à les réunir tout de suite sous la forme d'un seul terme
portant un argument unique, car nous avons besoin de ce résultat très
détaillé dans le calcul de la libration, dont les arguments sont repérés
par l'apparition de l’argument résonnant L,-3L2+2L3 et ses harmoniques.
Cette présentation des grandes inégalités, sous la forme de composantes,
existe dans les théories connues, mais d'une façon très réduite. Dans la
théorie de Sampson (1921) par exemple, les grandes inégalités des
longitudes vraies des trois premiers satellites contiennent respectivement
1, 2 et 1 composantes. La séparation des composantes n'est effective que
pour le satellite J2; pour lequel Sampson compte séparer l'action de J1
sur J2 de celle de J3 sur J2 dans le calcul de la libration. La réalité
est plus complexe et on peut citer un exemple réel de formation des
arguments dans les deux cas suivants : le premier cas où l'on tient compte
de l'existence de plusieurs arguments, tels qu'ils apparaissent dans le
calcul et le deuxième cas où tous les arguments sont réduits à un seul.
Avec la notation donnée par (64) :
(-2,5,-2,0) + (0,1,-2,0) > (-2,6,-4,0),
si le premier argument était auparavant modifié en (-1,2,0,0) dans le
regroupement avec la composante principale, on aurait :
(-1,2,0,0) + (0,1,-2,0) > (-1,3,-2,0).
Les deux arguments obtenus sont tous les deux des arguments
résonnants, mais appartiennent aux harmoniques différents. Ceci conduit
aux deux résultats différents dans le calcul de la libration comme on le
verra dans le paragraphe 69.
60. Tous les huit arguments, différents les uns des autres de k.l80°
(table 10) qui nous intéressent, apparaissent dès l'ordre 2 par
regroupement d'arguments des facteurs dans l'opération de substitution. On
a par exemple :
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(-4,5,0,0) + (0,6,-6,0) — > (-4, 11,-6,0)
(-3,4,0,0) + (0,4,-4,0) — > (-4, 11,-6,0)
(-3,4,0,0) + (0,4,-4,0) — > (-3, 8,-4,0)
(-3,3,0,0) + (0,5,-4,0) — > (-3, 8,-4,0)
(-2,2,0,0) (0,3,-2,0) — > (-2, 5,-2,0)
(-2,4,0,0) + (0,1,-2,0) — > <-2, 5,-2,0)
(-2,3,0,0) + (1,-l,0,0) — > 2, 0,0)
(-2,4,0,0)
etc . . .
+ (1,-2,0,0) — > H, 2, 0,0)
Les résultats obtenus pour les composantes des grandes inégalités à
l'ordre 7 de la solution intermédiaire avec des amplitudes réduites en
valeurs numériques sont donnés dans la table lia. Notons qu'on doit
ajouter les contributions provenant du mouvement libre. La table 11b donne
l'ordre de grandeur des compléments quand on tient compte des
excentricités et des inclinaisons libres des orbites des satellites.
Table lia. Composantes des qrandes inéqalités de
Amplitudes réduites aux valeurs numériques,
(unité = lxlO*7 radian).
Argument Amplitude
Sat. 1 Sat.2 Sat. 3
(-4,11,-6,0) + 0,63 - 1,31 0,00
(-3, 8,-4,0) + 55,82 - 136,11 + 0,06
(-2, 5,-2,0) + 1235,96 - 2984,94 2,65
(-1, 2, 0,0) + 42808,59 - 23217,11 2,69
( 0,-1 , 2,0) + 64,56 + 73894,59 - 6100,88
i -t» -e> o + 6,41 + 450,64 177,82
( 2,-7, 6,0) + 0,06 + 82,68 32,17
C*l 1 O 00 O + 0,00 + 0,81 0,32
Table 11b. Compléments des qrandes inéqalités de X
provenant des excentricités et des inclinai
sons libres (unité = 1 x 10”7radian).
Argument Amp 1i tude
Sat. 1 Sat.2 Sat. 3
r
ooCM1 7,4 + 10,1 0,0
Ocnio + 0,0 14,1 + 3,2
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Un examen rapide des amplitudes qui figurent dans la Table lia
permet de constater que dans le cas du satellite 1 par exemple, la
deuxième composante représente environ 3% de la composante principale. Le
fait de regrouper toutes les composantes dans un seul terme faussera le
calcul de la libration que l'on veut être très précis.
Le résultat obtenu sous forme analytique est volumineux, La table 12
donne un extrait de ce résultat concernant les deux plus grandes
composantes de X3 de Jl portant respectivement les arguments -L.,+2L2 et
-2Lf+5L2-2L3.
Table 12.
Extrait de X3 du satellite 1 :
Série de termes portant l'argument A = -L1+2L2
Coeff icient
de expiA
(lxl 0~7 r ad )
Trace des cons
tantes physiques
^2 ^2 ^3
Coef f i c i ent
de expiA
(lxl 0'7 rad )
Trace des cons
tantes physiques
J g m, m 2 m 3 m^ m ^
1 + 51592,7 1 29 - 60,7 OX. 2 %
2 - 8966,2 1 1 30 - 6,4 2 . 1 1
3 - 25,6 1 1 31 - 0,7 2 . 1 . 1
4 - 662,5 1 1 32 - 6,9 1 . 2 1 .
5 - 920,4 2 33 - 0,3 1 1
O
X. .
6 - 69,9 1 1 34 - 13,4 1 . 1 2 .
7 - 7,3 1 1 35 - 5,7 1 . Tj .
8 - 1,8 1 1 36 - 0,9 1 . 1 1 1
9 + 1569,7 OX. 1 37 - 0,8 1 . 2 1
10 + 8,9 1 1 1 38 + 0,4 1 . 1 2
1 1 136,6 l 1 1 39 - 0,2 . . 1 3
12 + 0,3 . 1 1 1 40 + 47,7 4 . 1
13 318,3 l . 2 41 + 0,5
T
•J 1 1
14 + 24,1 l • 1 1 42 + 4,2 3 . 1 1
15 + 2,6 t . l 1 43 + l 1,5 3 . 2
16 + 0,9 1 . 2 44 + 1,5 3 . 1 1
17 + 39,7 2 l 45 + 1,2 2 . 2 1
18 + 72,6 1 2 46 + 2,3 2 . 1 2
19 + 26,4 . 3 47 + 1,0 2 . . 3
20 + 4,1 1 1 1 48 + 0,2 2 . 2 1
21 + 2,6 .
n
L 1 49 - 8,3 5 . . 1
22 - 2,4 . 1 2 50 - 0,6 4 . 1 1
23 0,3 1 1 l 51 - 2,2 4 . . 2
24 + 0,3 . 2 1 52 - 0,3 4 . . 1 1
25 + 0,6 l . 1 . 1 53 - 0,2 3 . 2 1
26 - 273,7 3 . 1 . 54 - 0,4 3 . 1 2
27 - 2,3 2 1 . l . 55 - 0,2 T'J . . 3 •
28 - 23,9 2 1 1 56 + 1,4 6 1 . 1
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Table 12 (suite).Extrait de X3 du satellite 1 :
Série de termes portant 1'argument A = -2Lj +5L2-2L3
Coeff i ci ent
de expiA
(lxlO'1 rad)
Trace des cons
tantes physiques
J 2 -^4 ^2 ra4
Coeff i ci ent
de expiA
(lxlO"7 rad)
Trace
tantes
j2jAm
des cons-
physi ques
1 +1670,4 1 1 12 + 8,6 1 i 2
2 - 374,3 1 . . 1 1 13 + 0,2 . 3 1
3 - • 0,9 . 1 . 1 1 14 + 0,2 . 2 2
4 - 52,1 . . 1 1 l 15 - 10,6 3 1 1
5 - 64,1 ... 2 1 16 - 1,6 2 1 1 1
6 - 47,2 . . . 1 2 17 - 2,3 2 2 1
7 - o CO . . 1 1 1 18 - 1,6 2 1 2
8 + 60,6 2 . . 1 1 19 + 1,8 4 1 1
9 + 0,3 1 1 . 1 1 20 + 0,3 3 1 1 1
10 + 1 . 1 1 1 21 + 0,4 3 2 1
11 + 12,6 1 . . 2 1 39 + 0,3 3 1 2
Dans la table 12, la colonne "Trace des constantes physiques" donne
les exposants de ces quantités. Un point ".“ occupe la place d'un exposant
nul. Pour un terme considéré, la somme des exposants donne son ordre par
rapport aux petits paramètres constants.
La convergence de la solution est bonne pour tous les arguments. La
décroissance des amplitudes est très rapide par rapport aux ordres; le
signe des contributions, changé
d'un ordre à l'ordre suivant,
montre que 1'approximation est
meilleure que le dernier ordre
calculé.Dans le cas de la compo
sante de la grande inégalité de
la table 12, les coefficients
x-7
Ordre <
sont :
i 51592,7
2 ..... -10653,7
3 + 2205,6
4 - 395,5
5 + 70,1
6 12,2
7 + 1,4
ordr e
Fig.8
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Les coefficients obtenus pour les derniers ordres sont tellement
faibles par rapport à celle du premier ordre qu'il n’est pas facile de les
porter tous sur le graphique avec une même échelle (fig.B).
PERIODES DES TERMES PERIODIQUES.
é>0. Dans la solution i ntermédi ai re, les termes périodiques sont pour la
majorité de périodes plus courtes que les périodes d'évolution des
satellites, sauf dans le cas des grandes inégalités. La période de ces
termes est de 486,8 jours. Elle est bien plus grande que les périodes
d'évolution des satellites :
Sat. 1 - 1,769 jours,
Sat.2 3,551 jours,
Sat. 3 7,155 jours,
Sat. 4 16,689 jours,
PERTURBATIONS SECULAIRES DES MOYENS MOUVEMENTS.
61. La table 7a du paragraphe 54 donne les perturbations séculaires des
moyens mouvements obtenues à 1'ordre 1 des petits paramètres constants.
Table 13
Satellite 1. Termes constants à identifier aux
perturbations séculaires des moyens mouvements.
Coefficient
( lx 10‘7 rad )
1 +45004,333
2 + 64,259
3 - 389,109
4 - 204,718
5 23,938
6 5,911
7 40,395
8 0,142
9 1,405
10 + 0,313
11 + 5,481
12 + 17,208
13 + 0,156
Trace des cons
tantes physiques
j2 j^ m, m2 mam4 ms
1
.1
. . . 1 . . .
1 .
.1
2 ..... .
Il ....
1.1....
1 . . 1 . . .
..11...
. . . 2 . . .
1 . . . 1 . .
Coef f i c i en t
( 1 x 10-7 rad )
14 + 0,081
15 + 0,018
16 - 0.012
17 + 0,018
18 + 0,439
19 - 0,181
20 - 0,380
21 - 0,901
22 - 0,917
23 - 0,578
24 - 0,026
25 - 0,035
26 - 0,119
Trace des cons
tantes physiques
j2 j^ nij m2 m^ m4 mç
. . . . 2 . .
l
. .
. 1
.
1
.
. 1
• . .
. 2
3 . .
1 1 t
.
2 1
1 . 2
1 2
.
3
1 1 1 .
.
2 i .
m
1 2 .
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Les contributions des ordres supérieurs décroissent rapidement. La table
13 donne toutes les contributions d'amplitude supérieure à 1.10"9 radian
jovicentrique relatives au satellite 1.
MOUVEMENT DES ORBITES INTERMEDIAIRES.
62. Les orbites intermédiaires des satellites ne sont pas planes dans la
solution intermédiaire en raison de l'existence des termes périodiques
affectant leurs inclinaisons. Ces termes proviennent des perturbations du
Soleil, qui est considéré dans la théorie comme un corps extérieur ne
faisant pas partie du système jovien. A cette étape de la solution, c'est
à dire quand les excentricités propres et les inclinaisons propres sont
négligées, les termes principaux des X5 sont donnés dans la table 14.
Table 14
Termes principaux de Xç de la solution intermédiaire.
Coefficient de expiA (unité : lx 10-7 r ad i an )
Argument
ASat. l Sat.2 Sat.3 Sat.4
4,52 - 16,34 - 36,87 - 87,86 3G +2ÏÏ -nQ
- 16,66 - 133,30 - 320,61 - 772,92 2G +2ÎT -fi0
- 2,2 + 4,88 + 15,27 + 37,50 G +2TT --Oo
0,0 0,0 0,0 + 0,5 -2TI
7,01 + 14,65 + 44,78 + 111,56 G +• Slo
- 31,10 ' - 33,72 - 52,67 - 115,76 -G +
La table 14 contient une ligne de coefficients très faibles. Notons
qu'à la place de + 0,5 expi (-2TT +I20) , Sampson (1921) donne le coefficient
du terme équivalent dans l'expression de la latitude du satellite 4 égal à
-383, cette différence entre autres sera développée dans le paragraphe 79
du chapitre 4.
DEVELOPPEMENT DE LA SOLUTION INTERMEDIAIRE RESONNANTE.
Le traitement se compose de deux parties : la résolution de
l'équation de la libration et l'étude de l'effet de la libration sur les
termes périodiques obtenus dans la solution intermédiaire non résonnante.
103
FORMATION ET RESOLUTION DE L'EQUATION DE LA LIBRATION.
63. D'après les travaux de Laplace, on sait que l'argument de la
libration est du type oscillatoire borné, au contraire des arguments des
termes périodiques ordinaires qui sont du type circulatoire. Dans le jeu
de variables utilisées, la première a une expression adaptée à l'étude du
problème de résonance:
Xlj = t »
où Aj = Lj +SXj. Le rattachement de la partie résonnante 8Xj à Lj permet de
détecter les arguments résonnants :
(68) k<SAt -3SÀ2+25A3),
qui accompagnent les arguments non traités dans la solution non résonnante
(69) k(L<-3Lz+2Li), de fréquence nulle.
Les arguments obtenus après les substitutions sont de la forme :
+ + + i
qui peut être écrite sous la forme d'un produit scalaire
( oC | A )
Lorsqu'on se limite aux termes résonnants, le développement par
substitution donne :
X1 -X2 = Y. Ak cosk ( c< | A ) ,
X2 = ^ B * sink ( | A ) ,
où Ak , sont des coefficients constants, k des entiers positifs et
où oC a pour valeur (1,-3,2,0).
L'argument fondamental de libration est :
A = A, -3 A2 +2Xj - 180°.
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^ -3X2 +2>\3 et A sont différents de 180°. A l'argument k ( X1 -3X2 +2 A3 )
correspond k(A + 180°); par suite, pour k impair, la fonction sinus de
l'un est égal à la fonction sinus de l'autre changée de signe. Il en est
de même pour les fonctions cosinus de ces quantités.
• •
Le paragraphe 22 donne l'équation de la libration A- = F2 + , dans
laquelle F2 et F représentent respectivement les parties résonnantes de F2
et F^. Le second membre ne contient que des termes résonnants : il ne
dépend du temps que par l'intermédiaire de ( oc|A. ) c'est à dire de A. On
peut poser :
$(A) = («iFâ+f, ), avec o( = (1,-3,2,0),
d'où l'équation (17) en A, déjà écrite au paragraphe 22 :
À = £(a)
En raison de la forme du second membre, on cherche une solution sinus donc
de la forme :
A = —- (u<r - ïïcj ) , avec u= tp et CT = expiât;
où (J) est une constante d'intégration = |(fl expiEL.
Dans le calcul du second membre, le quatrième élément de c< étant
nul, ce produit scalaire peut s'écrire sous la forme développée suivante,
où les grandeurs apparues portent un deuxième indice, qui est le numéro du
satel1i te :
A = (F.21 +F11 ) - 3 (F22 +Fj2 ) + 2(F22>+F„3).
Chaque parenthèse du second membre contient deux parties : F2j et F^j
( j = 1,2, 3). La première partie calculant F2 sera obtenue par une collecte
de termes de résonance apparus dans le développement de F2 après une
substitution des variables par les séries correspondantes issues de la
solution intermédiaire non résonnante complété par les compléments de la
solution variationnelle. Les traces des arguments (69) signalent la
présence des arguments résonnants (68). Le développement de la deuxième
partie est plus complexe; on a tout d'abord l'égalité suivante:
dFti_ y y dXpk afy
«"pTik.t a** dt at
i 05
et on cherche à calculer la même expression réduite aux termes résonnants:
présentes dans les termes de F1 . Son développement est bien plus long que
celui du calcul de F2 en raison du nombre plus important d'opérations à
effectuer. Chaque élément de cette somme est un produit de deux facteurs:
le premier est une dérivée partielle de par rapport à une variable
Xp|<? le deuxième est la dérivée de la variable considérée par rapport au
temps :
qui n'est pas autre chose que le second membre F^ d'une des équations
obtenues dans le développement préliminaire. La multiplication des deux
séries représentées par ces deux facteurs donne une série dont les termes
contiennent toujours des variables. On procède ensuite à la substitution
de ces variables par les séries correspondantes . Dans cette opération, on
ne conserve que les termes portant un argument résonnant. On obtient ainsi
la série représentant l'expression correspondante réduite aux termes
résonnants :
obtient les termes résonnants de F1 au moyen d'une substitution identique à
celle utilisée dans le calcul de F^ . La dérivation des termes obtenus par
rapport au temps n'est pas immédiate pour deux raisons : d'abord,
l'argument de libration n'est pas une fonction linéaire du temps comme
dans le cas des autres termes périodiques mais une fonction périodique du
temps; ensuite on a besoin d'une valeur approchée ou d'une approximation
donnée de la fréquence de libration pour pouvoir effectuer cette
dérivati on.
On obtient des termes contenant les fonctions sinA , sin2A, sin3A,
sin4A dans le développement de F2 et des termes contenant les fonctions
dt p k BXpj. dt dt
Le groupe contenant i'opérateur est étendu à toutes les variables Xp^
dXpk
dt
106
cos A ,
fonction
cosinus
relati ons
cos2A , COS.3A, cos4A dans le développement de F1 ; A étant
périodique du temps. On développe toutes les -fonctions sinus
de kA en séries.entières de la petite quantité A au moyen
cosk A
si nk A
1 -
k A
(kAf (k/\f _ (kA)6
2! 4! G!
_ (kAf (kAf
3.' 5!
une
et
des
La dérivation de devient plus simple car l'argument à considérer est
maintenant A et non une fonction périodique de A. Cette dernière
opération met l'équation (17) sous la nouvelle forme :
(701 A = - £2A(l P2kA2k)-
k est un entier
est donc la
C ' est la partie
libration :
positif ou nul. La valeur de la parethèse est proche de 1;
fréquence de la libration dans la première approximation.
principale de l'expression générale de la fréquence de la
D'après Sagnier (1981),
expression :
la correction de fréquence d'ordre 2 a pour
fe- ' f-poP2l<p|2 •
dans laquelle |({>| représente l'amplitude de la libration. Les paragraphes
suivants abordent successivement la collecte des termes résonnants dans la
formation de l'équation de la libration; le traitement de l'équation de la
libration et une discussion montrant pourquoi le résultat obtenu est
différent de ceux des autres théories.
Collecte des termes résonnants dans la construction de l'équation
de la libration.
64. Les coefficients des groupes de termes collectés sont présentés
dans les tables 15 et 16. Les apports de F$j provenant des degrés 3 et 4
des variables sont donnés dans le but de faciliter la comparaison des
résultats à ceux des autres théories dont le calcul s'arrête au degré 2
des variables (Théorie de Sampson par exemple). Les fonctions des
arguments apparues sont des fonctions sinus et cosinus. Elles seront
développées dans le paragraphe suivant sous la forme de polynômes de A.
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Table 15a . Collection des termes résonnants
de F(j s numéro du satellite).
F
21
F
22
F
23
Coefficient
sinA sin2A
X 1012 de
si n3 A sin4 A
(degré 1
+degré 2) -1643673 + 263454 - 9852 + 1825
degré 3 - 10245 - 14497 - 6528 + 92
degré 4 + 142 + 479 + 526 + 178
Total... -1653776 + 249436 - 15854 + 2095
(degré 1
+degré 2) +3664752 - 563657 + 26487 - 3648
degré 3 + 16985 + 21540 + 9494 - 159
degré 4 258 - 747 - 775 - 269
Total... +3681479 - 542864 + 35206 - 4076
(degré 1
+degré 2) - 313122 + 45324 - 2942 + 225
degré 3 495 - 70 + 19 + 2
degré 4 + 14 + 4 0 0
Total... - 313603 + 45258 - 2923 + 227
Table 15b Termes résonnants de22~
p k
(j : numéro du satellite).
’ dfc
Coefficient x 1012 de
si n A si n2 A si n3 A si n4 A
j = l 52 + 405 + 12 + 37
j=2 + 32172 - 50 + 128 - 627
j=3 - 5611 + 240 + 703 - 336
Table 16 . Termes résonnants de F^j ,
(j : numéro du satellite).
12
Coefficient x 10 de
cos A cos2 A cos3 A cos4 A
j = l +1199144 - 66556 + 5014 580
j=2 -5506988 + 6886 3884 + 180
j=3 - 426984 + 58732 3812 + 252
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Calcul du second membre de l'équation de la libration.
65. Les tables 15a et 15b contiennent des données utilisables
immédiatement dans le calcul du second membre de l'équation de la
libration. Dans la première approximation, on ne tiendra compte que de ces
données. La solution donnera une fréquence approchée qu'on utilisera dans
le calcul du complément :
Le second membre s'écrit alors :
— /ÔF. dX\
avec F2 = F2J - 3F22+2F23 dont les éléments se trouvent dans la table 15a
et
(M= y y a(Fn ~3Fi2 t2ü d*pi<
'c)X dt p=i k=i ôXpk dt
dont les éléments se trouvent dans la table 15b. La collection, limitée à
l'argument 4A, donne : - 0,000013433209 sin A
+ 0,000001969579 sin2A
(71) - 0,000000126284 sin3A
+ 0,000000016023 sin4A,
dont le développement en polynôme de la fonction du temps A fournit :
-0,000009808811 A + 0,000000010129 A3 + 0,000000294282 A5+...
L'équation (70), limitée au degré 5 en A, devient :
A = -0,000009808811 A (1 -0,001033 A2-0,030002 A4 ),
La valeur de la fréquence de la libration, donnée par cette première
approximation, est la racine carré de 0,000009808811 ou 0,00313190 radian
par jour; ce qui correspond à une période de 2006,188 jours. Cette
fréquence sera utilisée par la suite pour le calcul du complément
mentionné au début de ce paragraphe. On a :
F1 F11 3Ff2 *2F1d ’
Avec les éléments donnés dans la table 16, on obtient :
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= +0,000016866140 cosA
+0,000000030250 cos2A
* +0,000000009042 cos3A
-0,000000000616 cos4A,
dont le développement en un polynôme de A donne :
F1 = -0,000008529331 A2 + 0,000000746869 A^ - 0,000000031765 A6 + ...
La dérivation par rapport au temps de cette égalité, qui utilise la
fréquence obtenue 0,00313190 radian/jour, fournit :
/ *3 5
k^-]= -0,000000053426A + 0,000000009356A - 0,000000000597A + ...
Quand on tient compte de ce complément, l'équation de la libration
devi ent:
À = -0,000009862237 A (1 -0,00197572 A2-0,02977874 A4),
elle donne une nouvelle fréquence 0,0031404199 radian/jour. La période de
la libration correspondante est 2000,747 jours.
Période de la libration.
66. Une itération du calcul du complément utilisant cette nouvelle
fréquence donne :
(72) A = -0,000009862382 A (1 -0,00197833 A2-0,02977810 A4).
On obtient une fréquence légèrement modifiée de 0,00314044296 radian/jour;
ce qui correspond à une période de 2000,732 jours.
On peut à présent calculer la correction de fréquence la plus
importante qui est .
ft> = - J P<>P2|cf>|2 . avec p2= -,00197833;
1^1= 0,0011519 radian;
£>0 = 0,00314044296 radian/jour.
La valeur attribuée ici à (cj>| est tirée de celle donnée par Lieske dans sa
théorie, version E-2 (Lieske, 1980).
La valeur obtenue pour cette correction de fréquence est très faible
£2 = - 3,1 x 10~*2.
Les corrections suivantes décroissent très rapidement et il suffit de
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tenir compte de la première correction dans le résultat final. Le résultat
concernant la période de la libration reste inchangé car la correction
n'affecte pas le dernier chiffre significatif retenu de la fréquence
principale . Voici quelques valeurs obtenues pour la période de la
libration :
2041.1 jours,
2091.1 jours,
2074, jours,
2032, jours,
2012, jours,
2014, jours.
Sampson (1921)
Lieske E-0 (1977)
Lieske E-2 (1980)
Brown (1976)
Ferraz-Mel1o (1979)
Henrard (1984)
Cette liste est donnée à titre d'information, car les valeurs des masses
utilisées dans les travaux correspondants sont différentes.
Facteurs de libration.
67. Ces facteurs indiquent la contribution théorique des trois
satellites concernés à la libration. Leurs valeurs sont liées par la
relation :
Qj-3Q2+2Q3= 1.
L'indice donne le numéro du satellite. Dans la formation de l'équation de
la libration avec une séparation des provenances, on obtient les
contributions suivantes relatives au terme principal portant A:
Satellite 1 - 0,000001 196186 A,
Satellite 2 + 0,000002732322 A,
Satellite 3 - 0,000000234616 A.
Quand on note ces contributions par (1),(2),(3), le coefficient de A dans
le second membre de l'équation de la libration est le total (1)-3(2)+2(3).
La valeur de Q^ par exemple s'obtient par la division de (1) par ce total.
On obtient les valeurs suivantes des facteurs de libration :
(73) Q,, = 0,1213 ; Q2 = -0,2770 ; Q3 = 0,0238 .
La table suivante contient quelques valeurs connues de ces facteurs :
Sampson
(1921)
Lieske E-2
(1980)
Ferraz-Mel1o
(1979)
Q. 0,1381 0,1152 0,1238
Qî -0,2704 -0,2767 -0,2750
°3 0,0254 0,0274 0,0256
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Coefficients des termes résonnants dans liquation de la libration.
68. Un autre groupe d'éléments peut être utilisé dans la comparaison des
théories est composé des coefficients Af , A^, A^, A^ des termes résonnants
de l'équation de la libration écrite sous la forme :
À = A.sinA + Ansin2A + A,,sin3A + A,sin4A.
1 2 3 U
A l'étape finale, le second membre de l'équation de la libration (72) de
la présente théorie est un polynôme de A; mais à une étape intermédiaire,
le second membre incomplet possède une expression en sinus comme ci-dessus
et les coefficients correspondants se trouvent dans (71) paragraphe 65.
Il existe très peu de résultats intermédiaires publiés. La table 16
donne liste de ces quelques valeurs intermédiaires. 11 faut auusi signaler
que dans ces différents travaux, les valeurs attribuées aux masses sont
différentes.
Table 16.
Sampson Brown Vu
(1921) (1976)
-i , 1751x1(f* -1,184x10'S -1,3433x1 (T S
+ 1 ,1392xl0‘6 +1,153x10"^ +1,9696xl0~c
-3,8 xlO"9 -1,2628x ÎO-'7
+ 3,1 x 10"3 + 1,6023x 10“*
Les différences apparaissent dès le premier coefficient. Ceci mérite
quelques commentaires qui seront abordés dans le paragraphe suivant.
Détails utiles et discussion des résultats
69. Les approches utilisées dans la construction des théories connues
sont différentes et il est difficile de trouver partout des grandeurs
équivalentes pour procéder à une comparaison systématique. Gn peut
seulement expliquer les différences par les moyens mis en oeuvre dans le
développement de la solution et ensuite montrer les conséquences réelles
sur les valeurs des grandeurs de repère comme la période de la libration
par exemple.
Parmi les moyens mis en oeuvre dans le développement de la présente
théorie, figurent deux éléments nouveaux ;
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La formation des équations est étendue aux degrés 3 et 4 des
variables. Les contributions correspondantes se trouvent dans la
table 15a.
Les composantes des grandes inégalités, portant des arguments
différents, sont introduites dans le calcul. Elles ne sont plus
groupées sous un ou deux arguments comme dans les théories utilisant
la méthode de Sampson. Leurs amplitudes et leurs arguments sont
donnés dans la table lia, paragraphe 59.
La différence des moyens utilisés permet d'expliquer celle du groupe
de coefficients de la table 16, ensuite celle des périodes de la
libration. Considérons le cas précis d'un couple de termes de degré 1 de
F 221 générateur d’importantes contributions aux termes résonnants du
satel1i te 2 :
F22= i x 0,00026979471 [ X^ expi ( \-2Aà) - X42expi (-A2+2A3 )] +
où est variable conjuguée de X^2. Lors du développement, on voit
apparattrent les combinaisons d'argument suivantes :
arguments des arguments
argument grandeurs substi tutées résonnants
initial *32 X42 apparus
(-1,2, 0,0) (-1,3,-2,0)
(0,1,-2,0) (-2,5,-2,0) (-2,6,-4,0)
(-3,8,-4,0) (-3,9,-6,0)
(-4,11,-6,0) (-4,12,-8,0)
(1,-2, 0,0) (1,-3, 2,0)
(0,-1,2,0) (2,-5, 2,0) (2,-6, 4,0)
(3,-8, 4,0) (3,-9, 6,0)
(4,-11,6,0) (4,-12,8,0)
On obtient deux groupes de termes portant des fonctions exponentielles
dont les arguments sont conjugués? ils donneront des termes portant des
fonctions sinus dans la présentation finale. De ce fait, il suffira
d'examiner la formation d'un de ces deux groupes.
La substitution par la série -0,00232171 1 ex p i ( /V,-2\2>
-0,000298494 ex p i ( 2 A2-5X5 + 2'\J )
* -0,000013611 expi(3X1-8\2+4\s)
-0,000000131 expi (4\-llA2+6Xi) ,
de la variable X42 du deuxième terme du couple considéré donne :
i [ 0,000000626385 expi ( X,-3\2+ 2X3 ) + 0,000000080532 expi (2A,-6X2+4\3)
+0,000000003672 expi(3-9Â2+ 6A3) +0,000000000035 expi(4X, - 12A2+8X3)] .
Le regroupement de ce résultat avec celui du groupe conjugué donne :
-1252770 x 10"12 sin( A1-3A2+2X3)
- 161064 x 10"12 si n ( 2X1 -6 Ài+4\3 )
7344 x 10’,z si n (3 A, -9 A2.+ 6 X.3)
70 x t0'12sin(4X,-12X2+8X2,)
+1252770 x
-l2
10 si n A
ou : - 161064 x 10“'2sin2A
(74)
<
+ 7344 X
-12
10 sin^A
70 X
-12
10 sin4A
Si ce groupe de composantes de X^2 était réuni sous un argument unique A.,,-
2A2 :
X42 = -0,002036697 expi( X,-2X2),
on aurait dans la collection un terme unique :
(75) +1098980 x 10"12 sin A .
D'où la différence 'entre les développements très partiels (74) et (75) :
+ 0,0Û0Û0Ù153790s i n A -0,000000161064sin2A+0,000000007344 si n3 A
-0,000000000070 si n 4 A ,
Comme F22 entre dans la composition du second membre de l'équation de la
libration avec un facteur -3; les écarts créés, écrits avec les mêmes
unités que les valeurs correspondantes de la table 16 sont :
-0,04614x H* O
1 *1
si n A
(76) +0,4832 x O
1 <r>
si n2 A
-0,2203 x 10"7 si n3 A
+0,0210 x 0
t CD
sin4 A ,
et portent les mêmes signes qu'elles. Par conséquent, dans la table 16,
les coefficients figurés dans la dernière colonne sont plus grands en
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amplitude que ceux des colonnes des autres théories. Les écarts (76)
montrent, qu'en cas de regroupement des arguments avant la substitution,
il existe un phénomène de transfert des apports appartenant aux
harmoniques vers l'argument de base A avec un changement éventuel de
signe. Ils modifient notablement la valeur de la période de la libration
car un même apport ne portera pas le même poids dans les différents
harmoniques résonnants du développement en polynôme de A lors de la
formation du second membre de l'équation de la libration. En raison de ce
transfert, si on additionne les coefficients des écarts (76), on trouvera
zéro; mais le développement de (76) en polynôme de A donne :
439750 x 10'12 A - 2240 x iO* Aâ + 1792 x îo”'2 A5 .
La modification de la période de la libration, provenant des écarts
obtenus par le développement partiel cité en exemple ici, est importante,
de 1 ' ordre -46 jours.
On peut aussi évaluer la modification de la période de la libration
quand le calcul tient compte des apports des degrés 3 et 4 des variables;
elle est de l'ordre de -32 jours. Ces divers éléments du développement de
la solution contribuent à montrer pourquoi la valeur de la période de la
libration obtenue ici est plus faible que celles des autres théories.
Perturbations séculaires des moyens mouvements dues à la libration.
70. La première équation du système (15) paragraphe 22, relative au
satellite j ne contient que des termes résonnants. Elle s'écrit :
^ = V^j ’
où X2j peut être obtenu par une intégration de F2j par rapport au temps.
F gj a pour développement en polynôme de A :
a A +b A3 +c A5+ ...
dans lequel a, b, c sont de constantes et A, une fonction périodique du
temps. Il ne contient donc que de termes périodiques. Son intégration
fournira des termes périodiques qui n'entreront pas dans l'identification
de la partie séculaire du moyen mouvement. Il reste donc à évaluer les
termes constants provenant du développement de F1j. Les quantités de la
table 16 développées en polynôme de A donne :
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F* = 1137022 X 1 o'12 - 484383 X io-,2a2 + 16329 X io,2A4 ,
(77) f12 =-5503806 X 10"’2 + 2755760 X 10'12 A2 -236056 X io'12 A* ,
Fis =- 371812 X i?'12* 111166 X 10"‘2 A2 + 11186 X io'12 A4 .
A est une fonction périodique du temps; les coefficients des termes
2 a 6-
contenant A et A sont faibles en raison de la petitesse de l'amplitude
de la libration. Il reste à considérer les termes constants apparus dans
le développement (77). Une identification identique à celle exposée dans
le paragraphe 54 fournit les petits facteurs CTrj des perturbations
séculaires du moyen mouvement dues à la libration :
À N1 = 0^,= -<Fh > = -0,000001137,
AN2 = crr2N2= -<F12 > = +0,000005504,
ANi = CV5N3= -<F/)j > = +0,000000372,
on en tire:
<Jr1 = -0,0000003201,
< 0>2 = +0,0000031 107,
0>s= +0,0000004234.
Ces perturbations séculaires sont beaucoup plus faibles que celles dues
aux perturbations constantes ordinaires figurées dans la table 7b.
Conséquences de la présence de la libration.
a ) sur les coefficients des termes périodiques de la solution
i ntermédi aire.
1
71. Les arguments utilisés sont de la forme A = L+SX où L = Nt + E et SA
une partie périodique de longue période. Rappelons que le moyen
mouvement- moyen Nj est la somme du moyen mouvement non perturbé
nj et des perturbations séculaires non résonnantes cr- Nj et
résonnantes CTrj Nj :
Nj = nj + ( Oj tlTrj >Nj ;
La valeur de Nj utilisée dans l'intégration contient donc la
OVj N venant de la résonance, Il reste à s'occuper de la
périodique S Àj . A chaque instant, on a une expression de Aj
forme :
*j = Nj + ^-JQj M 5in( P t+£t>] -
où Qj représente le facteur de libration du satellite j. A L'instant
t, la composante venant de la libration aura pour expression :
parti e
partie
de la
Qj |+>| cos ( ^ t + Eu> ,
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toujours inférieur ou égal à en valeur absolue. Cette valeur est
très faible à côté de Nj et ne joue aucun rôle sensible dans l'intégration
des termes à courtes périodes. L'incertitude des résultats peut être
estimée dans le cas des. termes de proche résonance portant les arguments
V2^a et •
SX, -2Sâ2 = (Q,-2Q2) |c?| sin ( (3 t + £L)
= 0,6753 si n < (3 t + EL) .
La dérivée de cette quantité par rapport au temps : 0,6753 £ | cp | cos ( ^ t + Eu)
est toujours inférieure à 0,6753 |3> |cp| en valeur absolue. En remplaçant les
valeurs numériques de ^ et de (c^>| dans cette expression par les valeurs
trouvées précédemment dans le paragraphe 66, on obtient le complément
0,000002443 , qui est faible devant N, - 2N2 = 0,0129068268. Le facteur
d'intégration instantané des termes quasi-résonnants se trouve entre les
deux limites :
77,478 ± 0,015.
La modification de la valeur du coefficient correspondant sera faible,
mais cette éventuelle correction demandera une bonne connaissance de
l'amplitude et de la phase de la libration. Pour la grande inégalité de
du satellite 1, l'incertitude sur la valeur du coefficient est de 1 x 10”
radian jovicentrique.
b)sur les termes à très longues périodes.
72. Notons que certains termes de la solution générale nécessitent
une correction due aux effets indirects de la libration dont on ne donne
ici que le principe. La méthode de Souillart (1865) permet de faire la
correction des coefficients de ces termes qui ont une période proche de
celle de la libration. Dans le cas non résonnant, l'équation de la
longitude du satellite j restreint à ces termes s'écrit :
X = - J^o<2AjSin(o<t + £);
Alors en considérant le mouvement affecté par la libration, on obtient un
système de trois équations où les termes en Aj représentent des termes
forcés :
^j=QjsinA - ^o^AjsinfeXt+E) , j = l à 3.
A la place de la solution non résonnante ^ Ajsin(& t+£ ), la résolution
de ce système fournit les nouveaux termes :
UW-f 1 s i n ( c< t + £. ) .
squauj^i? ? a^xoosssp aoxjqpuj pi ap anbxqxjo axqjpd eI aquas^jdaj o
*Z(3+M) = Z
s (o£) anbpiJD ajxp^uxi au>?qsAs ai supq
•anbniJD auiçqsAs np uoxqnios
69frZfr00l0 0£££Z00*0 i
92 ïI£00‘0 069M00‘0 £
OSS1800‘0 0260000‘0 2
6SZfr000‘0 00T0000‘0 I
'g ejdojd
uos XPU x idui
m3 ajdojd
?q xo xjquaox3
'1
: aquPAxns aiqpq pi supp quaAnojq as sanbxj^tunu
sjnaiPA sa| quop ^3 sajdojd s^qxoxjquaoxa sap uaAoui np s^inoiPi) quos (9£)
supp ^ 3 ^ f n s^qou[d] ap squau)?i? sai ‘ uo x qpuj x xo jddp aj^xtaajd aqqao supq
'( d+ }B) Tdxa-[d ] = Z . (8Z)
; auuoj. pi ap (9J) uo xssa jdxa , \ jpd a^uuop qsa
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•sapoiuad sanbuoi s$jq ç sauuaq sap saouanb^j^ sap no sajdojd sjna^PA sap
auuojoo pj ^6 qa sajdojd sjnaqoaA sap aoxjqpuj p| aquas^jdaj *ifw ‘adAq a:
ap uoxqnios aun,p {91) uoxssajdxa,! supq “sauuaq saiü^tu sau ap sapnqxidwp
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constants (h + c) dont la définition a été donnée dans le paragraphe 29. La
formation de c s'obtient par la substitution des variables par la solution
variationnel1e d'ordre 1 qui fait suite à la solution (78). Les termes
critiques principaux sont issus de la combinaison des termes portant un
argument à longue période de fréquence N1~2N2+gj par exemple et des termes
portant une fréquence proche et de signe contraire -N^+2N2. Cet ensemble
de termes forme le complément [q] e x p i ( g t + £> ) où [q] est une matrice
constante carrée et expi(gt+£>) une matrice colonne. La relation (78)
donne :
expi (gt + £> ) = [p] .Z,
On obtient la relation suivante qui permet de calculer c :
c = [Q].[P]-’.
Résutat du calcul.
74. En raison des approches très différentes utilisées dans les théories
connues, les tables de comparaison 17 et 18 utilisent les numéros 1, 2 et
3 pour désigner les différentes approximations : 1 pour les résultats
obtenus après la résolution du système autonome; 2 pour ceux issus de la
résolution du système critique et 3 pour ceux qui contiennent une
Table 17 . Résultats comparés des valeurs
propres q- . Unité=lxl(f^ rad/jour.
9i 92 9a ^4
S-A 1 (1983) 23,2046 5,7818 1,2562 0,3188
Brown 1 (1976) 23,0426 5,7528 1,2260 0,3240
F.-Me 11o 1 (1979) 24,08 5,86 1,26 0,32
S-A 2 (1983) 27,2458 6,9945 1,2963 0,3192
F.-Mello 2(1979) 27,93 7,05 1,30 0,321
Samp son (1921) 27,56 8,22 1,21 0,32
Brown 3 (1976) 26,9578 7,4447 1 ,2683 0,3244
Duriez 3 (1982) 25,95 6,77 1,27 0,32
Lieske E-0 (1977) 28,1382 8,3132 1,2173 0,3270
F.-Mello 3 (1979) 27,31 7,00 1,30 0,320
1 : résultat du système autonome,
2 : résultat du système critique,
3 : résultat avec correction de la libration.
- i 19 -
correction due à la libration. Les tables 17 et 18 donnent les
comparés de ces deux groupes de grandeurs : valeurs propres et
propres. S-A désigne les solutions approchées issues de la
théorie.
résultats
vecteurs
présente
Table 18
Résultats comparés des vecteurs propres Mj^ .
«2k «3k «4k
S-A l
1,
-2,699 -2
-1,292 -2
-7,713 -5
1,824 -2
1,
-2,769 -2
-4,342 -4
5,379 -3
1,075 -1
1,
-1,097 -1
7,951 -4
1,295 -2
1,052 -1
1,
Brown 1
1,
-2,607 -2
-1,257 -3
-1,476 -5
1,824 -2
i,
-2,727 -2
-4,203 -4
5,597 -3
1,110 -1
1,
-1,177 -1
7,116 -4
1,161 -2
9,243 -2
1,
S-A 2
1,
-1,063 -2
-9,007 -3
-3,969 -5
4,434 -3
-4,191 -2
-1,338 -4
3,313 -2
1,686 -l
1,
-1,055 -t
3,439 -4
1,746 -2
1,007 -1
t,
Ferraz Mello 2
1,
-1,29 -2
-8,6 -3
0,
5,8 -3
1,
-4,24 -2
-1, -4
3,19 -2
1,77 -1
-1,061 -1
3,3 -3
1,72 -2
9,96 -2
1,
Sampson
1,
1,73 -1
-7,53 -3
o,
2,42 -3
1,
-3,21 -2
o,
2,45 -2
2,03 -1
1,
-1,20 -1
2,25 -3
1,76 -2
8,73 -2
1,
Brown 3
1,
-3,868 -2
-8,661 -3
-3,897 -5
-1,637 -3
1,
-4,516 -2
-5,213 -5
3,507 -2
1,686 -1
1,
-1,127 -1
3,137 -3
1,519 -2
8,821 -2
1,
Ferraz Mello 3
1,
-1,13 -2
-8,9 -3
o,
3,8 -3
i,
-4,24 -2
o,
3,32 -2
1,692 -1
li
-1,059 -1
3,4 -3
1,73 -2
9,94 -2
1,
1 : résultat du système autonome,
2 : résultat du système critique,
3 : résultat avec correction de la libration.
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Les tables 19 et 20 contiennent les valeurs comparées des valeurs
propres h* et les vecteurs propres Njj< relatifs au mouvement à très
longues périodes des plans des orbites.
Table 19 . Résultats comparés des valeurs
propres hj Unité=lx10'4 rad/jour.
hi h2 h3 h4 ! h
S-A -23,2439 -5,7906 -1,2609 -0,3072 i -0,000333
Ferraz Mello -23,31 -5,80 -1,26 -0,31 | -0,00033
Brown -23,0497 -5,7576 -1,2257 -0,3124 *
Lieske E-0 -23,3907 -5,7142 -1,2248 -0,3148
Sampson -23,40 -5,71 -1,23 -0,32
Table 20 Résultats comparés
des vecteurs propres N.
Nik N 2k N3W N/jk équateur
i, 2,329 -2 0,710 -2 -1,365 -3 0,99936
-3,592 -2 1, 1,414 -1 2,290 -2 0,993B8
S-A -2,659 -3 -3,722 -2 1. 1,510 -1 0,96918
-2,759 -4 -1 , 136 -3 -1,613 -1 1» 0,95967
-1,419 -3 -8,816 -4 -3,410 -3 -3,818 -3 1,
1. 2,36 -2 0,71 -2 -1,3 -3 0,9994
-3,59 -2 1, 1,418 -1 2,27 -2 0,9939
Ferraz Mello -2,7 -3 -3,77 -2 1, 1,493 -1 0,9695
-3, -4 -1,1 -3 -1,620 -1 1, 0,8601
-1,4 -3 -9, -4 -3,4 -3 -3,8 -3 i,
1, 2,441 -2 1,111 -2 2,239 -3
Brown -3,508 -2 i, 1,499 -1 2,414 -2
-2,639 -3 -3,696 -2 1, 1,367 -1
-2,744 -6 -1,125 -3 -1,745 -1 1>
La table 17 montre la modification importante des valeurs propres
et g2 quand on passe de 1'approximation 1 à l'approximation 2 c'est à dire
de la solution du système autonome à celle du système critique; par
contre, il n'y a pratiquement pas de changement de la valeur propre g/,
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relative au mouvement propre du grand axe du satellite J4. Ce résultat
vient du fait que l'apparition des termes critiques est en liaison étroite
avec l'existence des -excentricités induites. Ces dernières sont
importantes dans le cas des satellites J1 et J2, nulles dans le cas du
satellite J4. Par ailleurs, dans la solution des équations relatives au
mouvement des plans des orbites, les valeurs propres h f< ne subissent pas
de modifications notables entre les deux approximations 1 et 2; car il
n'existe pas d'inégalités importantes venant du mouvement forcé.
TRAITEMENT DES TERMES DE DEGRE ELEVE.
75. Parmi les inégalités du mouvement des satellites galiléens issues
des termes de degré élevé, il existe un seul groupe de termes importants
calculé la première fois par de Haerdtl (1892).
Dans les équations des longitudes et des moyens mouvements, les
inégalités de ce groupe sont de degré 4 par rapport aux excentricités et
aux inclinaisons. Dans la présente théorie, ces termes sont de degré 4 par
rapport aux variables X3 , , Xç ,Xe . Ceux de degré 6 des mêmes
variables sont négligeables. Leurs arguments ont une partie principale
commune :
-3LS+ 7L4
et un complément composé des longitudes des périjoves et des noeuds. L^ et
représentent les longitudes des satellites J3 et J4. Les arguments
ainsi formés donnent lieu à des termes à longues périodes.
De Haerdtl donne l'ordre de grandeur de l'amplitude de ces
inégalités dès 1892 en signalant que dans le cas du satellite J3, cette
inégalité dépasse en amplitude les termes périodiques dus aux
perturbations du satellite 1. Ses travaux sont bien antérieurs à ceux de
Sampson. Lors de la publication de sa théorie, Sampson (1921) a signalé
dans le chapitre "Erreurs et omissions" que son résultat concernant ce
groupe de termes est incomplet, et c'est la raison pour laquelle il les a
laissés à 1 'écart de sa théorie.
Lieske (1973) n'a pas suivi la voie indiquée par Sampson pour le
calcul de ces termes. Son développement utilise pour variables les
éléments des orbites.
orbites.
Le calcul de de Haerdtl est limité aux variables représentant les
excentricités et les périjoves des orbites. Jusqu'à présent, les
di -f -férentes approches ne vont pas au delà de ces limites et la collecte
des termes de ce groupe reste incomplète. Il convient de compléter le
développement par l'introduction, dans le calcul, des variables
représentant les inclinaisons et les longitudes des noeuds des orbites.
C'est ce qui a été fait ici.
Développements de de Haerdtl. de Sampson et de Lieske
76. De Haerdtl (1892) écrit l'équation donnant cette inégalité dans le
cas de la longitude du satellite 3 sous la forme :
dT 3fmV/ dR
7t* 7* "dëT
dans laquelle R représente la fonction perturbatrice; t* , a " , désignent
respectivement la longitude moyenne, le demi-grand axe et la longitude
moyenne du satellite J3 à l'époque initiale; f est la constante de
gravitation pour la masse de Jupiter prise égale à l'unité et m/// la masse
du satellite J4. Le développement du second membre fait apparaître les
cinq arguments suivants :
3 i" -4 3>"
Ztff +7 r -3Ô3//
3r + 7 i"' -2*3' -2 U)/y/
Z Z" +?r - Zo'/- Z là"'
zi" + 7 i'" -tâ"
Les coefficients des termes correspondants sont de degré 4 par
rapport aux ex cen t r i c i tés e" et e/y des satellites J3 et J4. L'intégration
qui fait suite au développement tient compte des fréquences des longitudes
des périjoves U) et uo .
Sampson (1921) écrit l'équation donnant l'inégalité de la longitude
du satellite i sous la forme :
— nf .
dans laquelle sont des quantités faibles devant 1 et -Q^j , la
fonction perturbatrice. Le calcul n'a pas abouti à un résultat
satisfaisant et ce groupe de termes est omis dans sa théorie.
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Lieske (1973) utilise une équation identique à celle de de Haerdtl :
d\_ 3kim^ BR
dt2 a| ôXj
et un développement identique jusqu'à l'obtention des arguments (79).
Ensuite, son développement se poursuit avec la substitution de chaque
quantité osculatrice
ej c o s , e• s i n toj , ... ( j = 3,4 ) ,
par une somme de termes équivalents à longues périodes donnée par :
(80)
N
Y~ (i) f-,
ej coscoj = eV cosfl,-
N
'ej sinoùj = ^ eCP sinfl.
Lieske a comparé le résultat obtenu à celui de de Haerdtl. La
comparaison a permis de trouver des erreurs de calcul numérique dans le
résultat de de Haerdtl. L'introduction des termes dépendant de
l'excentricité du périjove de l'orbite du Soleil dans les séries (80) lui
a permis d'obtenir un petit nombre de termes supplémentaires.
Calcul des termes de de Haerdtl dans la présente théorie.
77. Les termes appartenant au groupe des inégalités de de Haerdtl
apparaissent sans calcul particulier dans les seconds membres des
équations du mouvement des satellites J3 et J4. Deux faits sont cependant
à souligner et caractérisent le présent développement par rapport à celui
qui a été fait par les auteurs précédents :
* Présence du groupe des variables représentant les inclinaisons et
les longitudes des noeuds des orbites dans le développement au même
titre que le groupe des variables représentant les excentricités et
les longitudes des périjoves des orbites. Comme conséquence, on
obtient dans le résultat non seulement les arguments (79) dont la
composition est limitée aux longitudes des périjoves, mais aussi de
nouveaux arguments dont la composition est étendue aux longitudes des
noeuds.
* Présence
degrés 3
dans les
des termes portant l'argument principal -3L3 + 7L^ , de
et 5 par rapport aux variables X3j
o
seconds membres des équations X^j
*5
5j
>J ’ A6j
relatives
( j=3,4)
au
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mouvement des grands axes et des plans des orbites, donnera des
inégalités du rayon-vecteur, de la longitude vraie et de la latitude.
Ces inégalités sont àbsentes dans les autres théories.
Par ordre d'importance dans le résultat final, ce sont les termes apparus
»
dans les seconds membres des équations X2 qui arrivent en tête, car ces
termes seront soumis à deux intégrations successives, la première donnera
les inégalités des moyens mouvements et la deuxième donnera les inégalités
des longitudes moyennes. Ensuite, arrivent les termes apparus dans les
seconds membres des équations . Ils seront soumis à une seule
intégration mais les amplitudes obtenues resteront importantes, car ce
sont des termes de degré 3, c'est à dire un degré de moins par rapport à
ceux de l'équation relatif au moyen mouvement. En troisième position se
• •
trouvent les termes de Xç et en quatrième position, ceux de X^ .
Les tables 21a à 21d contiennent un extrait de ce groupe de termes
contenu dans les seconds membres , F2j , Fâj , F^j ( j = 3,4 ) des quatre
équations du mouvement relatives aux satellites J3 et J4. Cet extrait est
limité aux termes principaux d'ordre 1 des masses. Dans le développement,
on trouve en effet un très grand nombre de termes de contribution
insensible : ce sont des termes d'ordre 2 dont l'amplitude est au moins
1000 fois plus faible que celle de l'ordre 1 et aussi des termes de degré
6 ou ceux qui portent en plus des variables de fréquence ou de
circulation. Dans la table 21a, extrait de F^j , on trouve des couples de
termes conjugués. Pour un terme portant le facteur variable littéral f et
l'argument 3L^- 7L^ , il existe un conjugué de même coefficient portant le
facteur variable littéral -F , conjugué de F et l'argument -3L3+7L^ . La
fonction de temps de chaque terme est une exponentielle d'un argument du
temps. C'est seulement après les opérations de substitution des variables
par des séries correspondantes qu'on obtiendra F^* sous la forme d'une
série de cosinus dont les arguments dépendent du temps. Il en est de même
dans F où les fonctions apparues sont également des exponentielles. Ces
termes apparaissent par couples de conjugués et fournissent à la fin des
substitutions des termes portant des sinus dont les arguments dépendent du
temps. Dans les tables 21a et 21b, les deux premiers couples sont
représentés explicitement par des termes conjugués, ensuite, chaque couple
suivant est représenté par un seul terme dans le but de simplifier la
présentation des tables.
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Extrait des seconds membres F<j , F^- , Fjj , F4j (j=3,4)
des équations du mouvement : groupes de termes d'ordre 1
portant l'argument quasi-résonnant 3L3~7L^.
Table 21a. Extrait de F,
n°
Argument
A
Exposants des variablps
du -facteur variable ~f~
X»X4JXSlX0 XMX* X* %
Coef tic
(1x
F £ ,sat.3
i ents
10~7 r<
Trace
de -f. ex pi A
ad. ) dans -
F/4. , sat. 4 Trace
1 3Lî-7L<f 4 % % 9 - 4344,52 5836,07 m3
-3Lj +7L^ . 4 . . . . - 4344,52 5836,07 m,
2 3LJ-7U 3 . . 1 . 24968,71 II) ^ -34455,58
-3Lj + 7L4 . 3 . . 1 24968,71 ® i4 -34455,58 mS
L ' i mpresisi on du con jugué est omise pour les termes suivants :
3 3L^ “7L<, 2 . 2 -52883,00 m 75439,12 mi
4 3Lj-7L^ 1 . 3 48684,26 II) -72428,44
5 3Lj-7L^ . 4 -16314,12 25639,48 m3
6 3L^ -7l_4 2
n
L . - 2288,76 ID ^ 2961,10 mj
7 3L3 -7L<j. 1 2 1 7421,35 *. - 9790,11 ID ^
8 3Li -7L^ . 2 . 2 - 6009,88 m ^ 8116,12
9 3IWU 2 1 . . 1 4717,60 en ^ - 6067,78 m j
10 3Lj-7Lu 1 1 . 1 1 -15342,28 20099,45 s
11 3L3-7L, . 1 . 2 1 12469,55 m ^ -16699,72 m3
12 3L3-7L,
n
L . .
O - 2428,84 en^ 3106,68 m3
13 Zli -7Ü* 1 . 1 ? 7920,93 m ^ -10309,34 (T) g
14 3L^-7U . . OJL. 2 - 6459,67 m 4 8583,59 m5
Table 21b Extrai t de F,
n°
Argument
A
Exposants des variables
du -facteur variable ~F
XW X« XS3 x« XJ4 XW. X» ^4
—J
Coef f i c i
( i x
F23 , sat. 3
ents
10~7 r «
Trace
je i .-fexpi A
ad. ) dans
F24 ,sat.4 Trace
1 3L3-7L4 4 . . . . - 2510,90 2610,42 m3
-3I-3+7U, • 4 . . . 2510,90 m q - 2610,42 mi
2 3 - 7 L4 3 . . 1 . 16169,53 m ^ -16810,41 m3
-3U + 7L, . 3 . . 1 -16169,53 m ^ 16810,41
L'i mpressi on du conjugué est omi se pour les termes suivants :
3 3LS-7U 2 . 2 -38929,66 m ^ 40472,63 m3
4 3Lî"7L4 1 . 3 41502,33 ®4 -43147,27 n) ^
5 3Lj“7L^ • 4 -16509,57 en ^ 17163,93 tn3
6 3L4-7U 2 2 . . - 1107,11 en ^ 1150,99 ii)^
7 3Lj-7U 1 2 . 1 3948,60 en ^ - 4105,10 m3
8 3L3-7L4 . 2 . 2 - 3555,03 m 4 3695,93 ms
9 3L3-7U 2 1 . . 1 2214,23 m 4 - 2301,99 V'
10 3L3-7L4 l 1 . i 1 - 7897,19 m 4 8210,19
11 3L,-7La . 1 . 2 1 7110,05 - 7391,86 m3
12 3L3-7La 2 . . 2 - 1107,11 m 4 1150,99 m3
13 3L3-7L4 1 . 1 2 3948,60 m 4 - 4105,10 ”3
14 3U-7U • .
n
L 2 - 3555,03 m a 3695,93
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Table 21c Extrait de F3j- „
Argument
A
Exposants des vari ab1 es
l., r
Coefficients de i-f. expi A
n*
ou tacieur vanaoie t
^ JS *«a *SS *63 *34 *44 *64 Fa3 ,sat.3
i u r e
Trace
U a / U dil a
F34 , sat. 4 Trace
deqré
1
3
-3L3+7L^ . 3 . 2541,44 - 4252,46 i
2 -3L3+7L, . 2 . . . 1 -12274,64 20476,38 m3
3 -3L3+7L* . 1 . • . 2 19701,56 m4 -32744,34
4 -3Ls+7L4 . . • . . 3 -10501,77 17367,54 m3
5 -3L*+7L4 . 1 . 2 . 560,29 m4 - 1038,45 m3
6 -3L3+7L„ • • • 2 . 1 - 999,15 en ^ 1869,89 m i
7 “3Lj + 7La . 1 . 1 . . 1 - 1120,58 m 4 2076,90 m3
8 -3Lj+7L4 • . • l . 1 . 1 1998,31 m 4 - 3739,77 m 3
9 -3Ls+7L4 . 1 . . . . 2 560,29 rn ^ - 1038,45 m3
10 -3Lj +7L4 . . 1 . 2 - 999,15 fn ^ 1869,89 m3
deqré 5 . Contribution -finale i nsensi ble; ci-dessous une liste de cinq
lia
12
pr em
3^-7^
3Li-7L,
iers termes
5 . .
4 . .
sur les
1 .
68 term es d'ordre
- 1848,20
12144,95
:
(H ^ -19284,93 m3
13 3L,-7L4 3 . . 2 . -30356,24 *4 49964,38
14 3L3-7L^ 2 . . 3 . 35021,80 -61159,64 m3
15 3L3-7L4 1 . . 4 . -17387,73 % 34104,09 m3
11 b 3Lx-7L, • a « 5 . - 6314,65 m
Table 21d Extrait de F^ .
n°
Argument
A
Exposants des variables
du facteur variable -f
*33 *43 *SS *63 *34 *44 *S4 *64
Coef f i c
— (1>
F43 » sat. 3
ents c
10~7 ri
Trace
le i ex p i A
d . ) dans --
F44 »sat.4 Trace
deqré 3
1 -3Lj> +7L{+ . 2 . 1 . . 560,29 m4 - 582,32 m3
O
L -3L3+7L^ . 1 . 1 . 1 . . - 1998,31 m4 2076,90 m3
3 “3Lj +7L4 . . 1 . 2 . . 1799,13 m4 - 1869,89 m3
4 -3L3 + 7L4 . 2 . . 1 - 560,29 m4 582,32 m 3
5 -3L3 +7L4 . 1 U . . i . 1 1998,31 n»4 - 2076,90 m3
6 -3L,+7L4 . • . 2 . 1 - 1799,13 m 4 1869,89 ms
Le développement des seconds membres par substitution utilise la
solution S-A2. Cette opération est suivie d'une intégration par rapport au
temps. Les tables 22a et 22b donnent les inégalités obtenues comparée
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Table 22a
INEGALITES DE DE HAERDTL. Satellite 5.
LIESKE (1973)
Argument
Résultat de notre
développement
Coe-f.
obtenu
avec
masses
Sampson
Coe-f -f.
10~7 rad
Période Coeff.
10-7 rad.
Période
Lonq i t ude moyenne
1 - 0,6 75,6 ans -3L5 +7L^ - TTq- Tlj-2 - 3,5 151,8 ans - 2,8
2 + 3,1 123,5 " -3Lj +7La -Tl2-3n^ +383,0 1102,8 “ +304,5
3 + 0,5 57,9 " -3L3 + 7La -4T1J + 0,7 65,9 II + 0,6
4 - 7,1 44,6 11 -3Li+7La-3TTs-TT^ - 9,7 47,9
II ~ 7,7
5 + 43,8 36,3 " -3Lj + 7L^ -2T1S-2TT^ + 56,1 37,7
11 + 44,6
6 + 0,2 34,0 " -3Lj +7La-2Tl5-TI^-nr + 0,2 35,2
U + 0,2
7 -127,9 30,6 " -3l3 +7LA-ns-3nH -157,9 31,0
II
-125,5
8 - 0,9 29,0 “ -3L3 + 7L^ - TIj,-2 " 1,1 29,3
U
- 0,9
9 + 146,6 26,5 " -3Lj +7L^-4fTit +176,9 26,4
11 +140,7
10 + 1,4 25,2 " -3L3 +7L^-3ïï4-TTr + 1,7 25,2
II + 1,4
11 -3L3 +7L^-TT2-2nif-'ns- + 1,5 1053,9
II + 1,2
12 -3L3+7L* -Ç- «V TTr- fl.a -ûs +239,0 6563,9 II +190,0
13 -3L3 +7L^-nî,-nif-2 Çlh " 1,7 19,8 II - 1,4
14 -3Lj +7U, -211g.-2 + 4,8 17,8
II
+ 3,8
15 -3Lj +7LA-ÏÏ2,-n£f-X2s-I2M + 4,8 22,2 II + 3,8
16 -3Lj + 7L4-2 Vûr - 13,2 19,7
U - 10,5
17 -3Lj +7L4-n2-iï3-20^ - 3,0 1437,6 il - 2,4
18 -3l3 +7LA-'ni-n^-2i2i, - 3,5 25,3
U - 2,8
19 -3Lâ + 7L„-2^-212^ + 9,3 22,1 II + 7,4
Lonq i tude vraie
1 - 4 L a + 7 L^ -3T1^, + 11,4 7,1 jours + 9,1
2 -4Lî+7LA-nJ-2nlt - 6,5 7,1
U - 5,2
3 -4L5+7L^-2nâ-n^ + 1,1 7,2
II + 0,9
Rayon- vecteur
1 -4Là+7L^-3R^ + 5,7 7,1 jours + 4,5
2 -4L3+7LÔ-TT»-21U - 3,3 7,1
II
- 2,6
3 -4L3+7L4-2n^-q^ + 0,6 7,2 II + 0,5
Lati tude
1 -4Li+7U, -2^-Oi, - 0,5 7,1 jours - 0,4
2 -4L4t7LI(-2nlt-n4 + 0,4 7,1
II + 0,3
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Table 22b
INEGALITES DE DE HftERDTL. Satellite 4.
LIESKE (1973)
Argument
Résultat de notre
développement
Coeff.
10“7 rad
Péri ode Coe-f f.
10"7 rad.
Péri ode
Lonqi t ude moyen ne
1 + 0,8 75,6 ans -3L3 +71^ -T^-TTj^TL, + 3,6 151,8 ans
2 - 4,2 123,5 -3L3 + 7La - ÏÏz-3TÎ<, - 398,2 1102,8
N
3 - 0,7 57,9
II
-3L3 + 7La -4ïT5 - 0,8 65,9
II
4 + 9,5 44,6
H
-3Lj + 7LA -3ns -TTi* + 10,1 47,9
N
5 - 58,6 36,3
II
-3LS +7LA -2n4-2rv - 58,2 37,7
II
6 - 0,3 34,0
II
—3 l^ + 7 LA - 2 n3 - -ïïç - 0,3 35,2
II
7 + 171,1 30,6
II
— 3L3 + 7 La — ITj — 3 ritj. +164,1 31,0
II
8 + 1,2 29,0
II
-3Lj +7LA -n3-2nv-ny + 1.1 29,3
H
9 -196,1 26,5
II
-3Lj +7La-4)\ - 183,8 26,4
II
10 - 1,? 25,2
n
-3Lj +7L4 -3-Tl^ - 1,7 25,2
n
11 -3L3 +7La- nz-2 nA-ns - 2,8 1053,9
11
12 - 3 L+ 7 LA - G- n* -Tls -JV_ft3 248,4 6563,9
R
13 -3l3 +7L(f-nJ-n(f-2flJ + 1,8 19,8
II
14 -3L3 +7I_4 -2îlu-2S2i - 5,0 17,8
11
15 -3L3 +7LA--n3-nfl-x?â-^ - 5,0 1- - , - II
16 -3L3 + 7L^ -2TItj,-XÎ.3- + 13,7 19,7
U
17 -3L3 +7la -nz-n3-2^ + 3,1 1437,6
II
18 -3l3 +7LA.-,n3-nA-2 au + 3,6 25,3
II
19 *- -3L5 + 7La -2n^-2-Q4 - 9,6 22,1
II
Lonqitude vraie
1 -3L3 + 6La -317^ - 17,4 7,1 jours
2 -3Lj+6La-ÏÏj-2ïïv + 9,7 7,1
3 -3Lj +6la -2nâ-n4 - 1,8 7,2
Rayon- vecteur
1 -3Lj +6L4 -3ÏÏ%. - 8,7 7,1 jours
2 -3Lj +6LA-ni-2% 4,8 7,1 "
3 -3La +6L4-2n3-Tl4 - 0,9 7,2
Latitude
1 -3L3 +6 LA.-2Tlif + 0,5 7,1 jours
2 -3Lî+6Li,-2n1>-nJ - 0,4 7,1 **
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à celles de Lieske (1973). Pour les amplitudes des termes qui se trouvent
à la fois dans les deux théories, les différences viennent de deux
sources: les valeurs attribuées aux masses m^, m^ et les fréquences
utilisées dans l'intégration. Ces fréquences sont relatives aux mouvements
des axes définis par les arguments VI, , et r\^ . Ces différences sont
très visibles dans les deux cas types suivants :
* La différence des amplitudes obtenues pour le terme numéro 7 de la
longitude moyenne du satellite 3 vient de celles des masses
utilisées : dans Lieske 1973, la valeur attribuée à m^ est celle de
la théorie de Sampson, elle est égale à 0,00004504 pour la masse de
Jupiter prise égale à l'unité. La valeur de 0,00005661 provenant de
Null (1976) est utilisée par contre dans ce travail.
* La différence des amplitudes obtenues pour le terme numéro 2 de la
longitude moyenne du satellite 3 vient principalement de la fréquence
de l'argument Tlz utilisée dans le calcul. Dans le travail de Lieske
(1973), R2 = 0,000821643 rad/jour, dans le nôtre cette valeur est
issue du système critique (paragraphe 74) et elle vaut 0,000699451
rad/jour. Cette valeur a une grande influence sur celle du facteur
d'intégration car la fréquence de l'argument principal -3L^+7L^ est
de 0,000779718 rad/jour.
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Chapitre 4
LE CALCUL DES INEGALITES DUES A LA PERTURBATION DU SOLEIL
ET LE CHOIX D'UNE THEORIE DU SOLEIL JOVICENTRIQUE
78. Les effets des perturbations directes des autres planètes sur le
mouvement des satellites galiléens sont insensibles. On doit simplement
tenir compte des effets indirects transmis par les inégalités du mouvement
héliocentrique de Jupiter sous l'action de ces planètes. Ce groupe
d'inégalités devient celui des coordonnées du Soleil quand on considère le
mouvement relatif jovicentrique de celui-ci.
Certes, on peut prendre n'importe laquelle des théories planétaires
connues pour le calcul des perturbations, car le mouvement de Jupiter est
toujours rapporté à un système hé 1iocentrique ; mais dans la pratique, le
choix de la théorie à utiliser dépend d'abord de sa précision, puis de la
possibilité d'en faire une utilisation facile sans conversion complexe,
ensuite de la compatibilité concernant la forme quasi-périodique ou
séculaire des inégalités et enfin de la présentation de ces mêmes
inégalités. Une voie possible évitant toutes les conversions est
l'application de la méthode déjà développée pour les satellites galiléens
à la construction d'une théorie de Jupiter. Un premier essai a été fait
par Gomes (1982) qui a montré l'efficacité de cette méthode à la première
approximation. Dans le présent travail, cette application est abordée avec
un ordre et un degré plus élevés.
Ce chapitre contient trois parties :
La première partie parle des effets de troncature dans le
développement des théories de Sampson, de Lieske et de notre premier
développement utilisant la théorie de Jupiter de Hill.
- La deuxième partie aborde le problème du choix d'une théorie du
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Soleil jovicentrique pour le calcul des inégalités du mouvement des
satellites galiléens.
La troisième partre expose la méthode utilisée dans la construction
d'une théorie planétaire de présentation commode pour son utilisation dans
la théorie des satellites galiléens. Elle montre, en particulier, les
opérations d'ajustement effectuées lors de 1 ' introduction des termes non
linéaires dans la solution à très longues périodes. Cet ajustement permet
de limiter le nombre de phases apparues dans les fonctions
trigonométriques de la solution. Les résultats obtenus se présentent ainsi
sous une forme compatible avec celle de la théorie des satellites
galiléens en construction.
EFFETS DE TRONCATURE DANS LE DEVELOPPEMENT DES INEGALITES,
COMPARAISON DES RESULTATS.
79. L'utilisation de la théorie de Jupiter de Hill (1895) avec les mêmes
simplifications adoptées par Sampson pour l'élimination des termes de
Poisson doit permettre de faire une vérification efficace de notre propre
développement car les termes principaux obtenus doivent être identiques
quel que soit le jeu de variables utilisé. A l'issue du développement de
la solution (Thuillot et Vu, 1983) utilisant notre jeu de variables, de
nombreux 'termes obtenus sont bien différents en amplitude de ceux de
Sampson (1921) et de Lieske (1973). L'interprétation de ces différences
n'est pas facile, en particulier l'approche utilisée ici et les variables
choisies rendent ' difficile une comparaison dans les détails et surtout
pendant les étapes intermédiai res du développement. On est amené A faire
une vérification plus directe par une reprise du développement suivant le
formulaire de Sampson complété par Lieske (1974). Le résultat confirme la
solution obtenue précédemment par le premier calcul utilisant notre jeu de
variables. Ce nouveau développement donne des termes identiques et aussi
des termes très différents en amplitude en comparaison à ceux de Lieske
(tables 23a à 23c). Les écarts peuvent atteindre quatre décimales
significatives et peuvent s'expliquer en partie par des effets de
troncature dans les séries de Lieske et de Sampson comme on va le voir ci-
après. Les quantités publiées dans ces tables de comparaison appartiennent
surtout au satellite J4, qui est le satellite le plus perturbé par le
Soleil. C'est le cas le plus simple pour le travail de comparaison, du
fait qu'il n'existe pas de redistribution des valeurs des coefficients
portant le même argument, sous l'effet de la libration, comme dans le cas
des trois premiers satellites.
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Un résumé très succinct des grandes lignes de la théorie de Sampson
est donné ci-après. -On peut ainsi mieux situer les quantités
intermédiaires comparées.
Généralités sur la théorie de Sampson.
La position du satellite i est définie par les coordonnées
cylindriques :
(81 ) • y, = f, +r>,,
2- = a T-
4
rapportées au repère équatorial mobile de Jupiter, a* représente la valeur
moyenne de la projection du rayon-vecteur du satellite i sur ce plan de
référence; ^ la partie linéaire du temps de la longitude moyenne. Les
variables utilisées sont , u,* et Ç; . Les composantes des fonctions
perturbatr i ces sont notées Aÿ* pour la partie relative à 1 ' i n teract i on ,
SI pour la partie relative à l’action du Soleil et pour la partie due
aux harmoniques zonaux du développement du potentiel de Jupiter. Elles
sont développées jusqu'au degré 2 par rapport à ces variables. Les
équations du mouvement sont de la forme :
(82)
£ + £ [ 1+ ^ + 2 Z ^cosrtj- ZlEp'Cosp't = 0,
i -V + | [ 2+A0J - 2ZB^cos£"t = 0,
[ l + ^0 + 2 Z j^cos *,tj - Z C^coscj't = 0.
E^/, C^/ sont des constantes. L'intégration de ce système donne comme
solution pour les variables £ , D , Ç des séries de fonctions quasi-
périodiques du temps. Quand la première équation est mise sous la forme
simplifiée suivante :
ï + p2| = E. Ep.cosp't,
elle fournit la solution :
Z * £717? VC05P't!
dans laquelle F1 = t/(p2-p2 ) représente le facteur d'intéqration
correspondant à l'argument p't; p a une valeur proche de 1. Lorsqu'on
considère l'équation complète, le facteur d'intégration est légèrement
jaïqua un qs a >j no ‘g>| soo^-^ : aij^s Pf quatuaddoiaA^p jnod p?y ^n/s
' 6Z£8fr10000'= jU/^n ?
uo 4 ^ a^HIa)es nP seD aI supq 'aqupqsuo:} aun qsa jnaqapq jattuajd a*]
*naI°S nP anb i jquaoiAof jnaqaaA uoàpj ai y qa frf aqmaqps
np uoiqisod pi jpd tuif^p saxp,p aw^qsÀs ai supp iiaios np sa^uuopjooD
sai 2 qa ‘ t? aqnia}çs nP TnIa:) }3 naI°S nP quauiaAnow uaÂou/ ai n
‘l ç aie&? asijd qsa jaqidnp ap asseui pi puenb itaios np asspui pi auôis^p
S no i uo i qpnb?, i aP S^7J 33 T Jqeq-Jnq jad uoipuo} pi ap uoissajdxa,! supp
z»_
Z^X£ S ?N
rsjnaqopq ap adnojb np quaiAOJd quaiunbjp qao ç quppuodsajjod auuaq a-]
D£Z aiq?} ‘ <^+ UZ-^ quaum&jy
aijo^qq aquas^jd pi suap sjnaniE qnoqjpd a^stiiqn aija: ap aquaj?qq ip
Isa inb 4 (£Z6I) a'1saTl aP }a (TS6I) uosdtups ap anao qsa sjnapupjb
sasjaAip sap uotqpqau ei ‘quPAtns uostpjpdwoa ap iiPAPjq ai supq
•sTüâJÿîTTp
s^jq squatotqqaoo ç sauuaq sanbianb jnod quau/addolaA^p ap s[ie^Q
•a iu»a jd
PI ap a11ao ç an6oiPUP qsa uoiqpj&^qui uog ’sdujaq np qjoddpj jpd ajpjo
aiu^txnap np aiiatquaj?qq ip uoiqpnb^ aun isa 5 uoiqpnb? aiu^isiojq p~|
: qsa j auuanb^jq pi qupqjod aiujaq un,p uotqpjb^qu i,p
jnaqopq ai ‘sdmaq np qjoddpj jpd ajpjo jaiwajd np aiiatquajfqq i p uoiqpnb?
a^a: ap uo i qpj6?qu i, i supq • ( q ua uoiqpnb?) uoiipnb? aw^ixnap pi ap
quawaddoiaA$p ai supp f aqqptjPA pi ç aqinsua ^nqiqsqns qsa ‘sanbxpoxj^d
saujjaq ap aiJ?s aun,p auuoq pi snos nuaqqo 4 \ jnod qpqins^j a"|
•d quPAap ajip ? qsa,o 4] quPAap saqqipq quos ~i qa l s^qiqupnb saqiqad sa"|
,2-2 ~7 f\~2d
- ld
- ££l -
: ^ i q i pou;
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positif ou nul et G représente l'anomalie moyenne du Soleil jovicentrique.
Le dernier -facteur se présente sous la forme d'une série de termes
contenant les variables du problème.
Pour l'argument considéré l - 2 fï + '4>, qui s'écrit aussi sous la forme
h/7-2H + 2(p , le développement donne les contributions suivantes pour les
différentes valeurs de k :
k
contri buti on
en amplitude
0 -,021281
1 +,084720
2 -,062965
3 -,000436
4 -,000002
L'unité utilisée est 1x10 radian jovicentrique. Le développement de
Sampson (1921) limité aux deux premières contributions donne à cet
argument le coefficient 0,0637 :
,0637 sin (h^~2ü + 2(p) avec h7/ = .
(Table XV, page 173 de sa théorie)
Ce coefficient est très proche de la somme de deux premières contributions
obtenues ci-dessus : 0,063439.
La liste des contributions ci-dessus montre que la troisième
contribution est presque égale à la somme des deux premières et de signe
contraire. C'est donc la troncature faite plus ou moins tôt dans les
séries utilisées qui est la cause principale de la différence apparue dans
la table 23c. Pour ce même argument, nous avons trouvé des coefficients
encore plus faibles dans le cas des trois premiers satellites du fait que
les facteurs numériques :
N2/n^, N2/nJ, hWn^
qui doivent entrer dans le calcul sont nettement plus faibles que le
2 9
rapport N /n donné ci-dessus. Les résultats comparés pour cet argument se
H"
trouvent dans la table 23d. Le résultat est peu différent du nôtre pour ce
qui concerne le satellite 4. Cependant il semble qu'il n'ait pas tenu
compte de ces termes complémentaires pour le satellite 3 comme on le voit
dans la table 23d.
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Table 23a : INEGALITES DU RAPPORT r/a DU SATELLITE J4
Extrait du groupe de termes dus à l'action du Soleil.
coefficient x 107
Argument
SAMPSON LIESKE
Développement
pour la
comparaison
^ + n*-2fl -4G 0
- Partie
6
concordante -
- 5.4
^+^-211 -3G 0 - 62 - 60,9
^+n4-2n -2G - 550 - 554 - 551,1
2fT - G 0 27 27,3
2^-2TI -2G - 151 - 155 - 148,3
?c + TV-2^ 0
- Partie
0
différente
35,2
^ - 1V2T1 -*-2tp 0 - 24 0
*«-IV2TT -24> 0 30 0
Table 23b : INEGALITES DE LA LONGITUDE DU SATELLITE J4
Extrait du groupe de termes dus à l'action du Soleil.
Partie concordante
^+H<«-2tt -4G 0 12 10,9
U +i\-2rt -3G 0 124 123,3
•fa +T^-2ÎT -2G 1108 1091 1088,8
(t++n£4._2n - G 0 - 55 - 54,9
2 tg — 2 TT -2G 207 218 204,2
, 2fg-2K -3G 0 36 34,9
4* +nx-2n -2G 0 - 28 - 27,8
fg -2H +20/ -2G 0 73 72,3
V-2U +2^ -3G 0 8 8.2
- Partie différente -
-2ÏÏ +2<|> 0 -5349 - 6,0
-21^+2^ 0 - 381 0,7
Table 23c : INEGALITES DE LA LATITUDE DU SATELLITE J4
Extrait du groupe de termes dus à l'action du Soleil.
- Partie concordante -
t, -2fî + -4G 6 8 7.8
-2n +^-3G 88 8 87,7
4L-2R +^, _2g 768 769 769,3
V2U + ^- G - 38 - 38 - 37,6
- Partie dlffé rente -
1+-2n + </> - 383 2 - 0,5
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Table 23d : Extrait des tables des latitudes
argument
Coefficient x 10T
Sampson Lieske
- Notre
développemen t
sat. 1 li -217 +M> 0 0 0
sat. 2 lz -2TT + ip -4 0 0
sat. 3 tt, -2TT + *P -42 -36 0
sat. 4 ^ -2TT + lp -383 + 2 -0,5
Argument -2ÎT +2^ de la table 23b
Le terme correspondant à cet argument a un coefficient important
dans la théorie de Lieske :
-5349 x 10 7 radian jovicentrique.
Il est absent dans la théorie de Sampson. Dans notre développement, son
coeff i ci ent est très -faible. Il provient du produit :
N2 S 3 X*
n2 N2R** R2-
qui apparatt comme -facteur dans l'expression de . Comme dans le cas
précédent, lors de la multiplication par les autres facteurs, les
différents termes portant les fonctions coskG de la série S/N2R3 nous
donnent les contributions suivantes pour k=0 à k=3 :
-,000576
+,002295
-,001706
-,000012
. • -7
l'unité étant 10 radian jovicentrique. La somme de deux premières
contributions a pour valeur
+,001719.
La troisième contribution est de même ordre de grandeur que cette somme et
de signe contraire. La quatrième contribution diminue encore le total
général. A cinq contributions, on trouve un coefficient très faible de
-7
0,000001 x 10 radian jovicentrique.
A l'intégration, ce total donne -9 x 10~7 radian jovicentrique.
Cette amplitude est encore réduite par d'autres faibles contributions et
on arrive à la valeur finale de -6 xlO radian jovicentrique.
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Arguments ^-17^-2R +2tp et ^-T(^+2K -2c|> , table 23a
Les contributions, pour ces arguments sont issues principalement du
produit :
(83) N2 S 3X2
n2 * N2R3 * Rz *
4
c'est à dire le développement précédent multiplié par la série qui
contient un terme portant l'argument Comme nous avons obtenu un très
faible coef-ficient pour l'argument -2TT + 2([> , le produit par ^fournit des
coe-f-f i c i en t s négligeables pour les deux arguments considérés.
Argument t^+ÏÏ^-21p , table 23a
Ce terme est présent dans notre résultat. Il apparatt dans le
développement du produit (83) ci-dessus. Son argument est formé par la
combinaison de deux arguments suivants : £4-Tf^ dans la série et 2 - 2^>
dans la série X2/R2.
CHOIX D'UNE THEORIE DU SOLEIL JQVICENTRIQUE
POUR LE CALCUL DES PERTURBATIONS SUR LES SATELLITES GALILEENS.
80. La théorie des satellites galiléens en construction donne les
inégalités sous la forme des séries de fonctions quasi-périodiques du
temps. Il est souhaitable de disposer d'une théorie du Soleil
jovicentrique du même type, car l'absence de conversion ou de troncature
permet de fournir une solution finale homogène et précise.
La théorie séculaire de Hill (1895) a été utilisée dans les travaux
de Sampson et de Lieske. Elle l'est également dans notre première version
destinée à une comparaison des résultats. Cette théorie donne les
inégalités principales sous la forme d'une somme de termes :
I [<Ô0<t+P*> + + + -
dans laquelle AQ, A ^ ^ 50n* des constantes et où t dénote
le temps compté à partir de 1850.0; -0 représente aussi le temps compté à
partir de la même date, mais l'unité utilisée pour -O est la durée de
révolution de Jupiter.
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Dans le développement utilisant cette théorie, la présence des termes
de -forme mixte implique des opérations assez complexes au niveau de
l'intégration car le temps se trouve aussi dans le facteur de la fonction
sinus ou cosinus du temps de ces termes. Dans le travail de Sampson, une
simplification du problème consiste à remplacer 6 par sa valeur numérique
calculée pour une date donnée; il n'existe plus alors que des termes
portant des fonctions sinus ou cosinus du temps.
On dispose actuellement de plusieurs théories planétaires plus
précises élaborées avec des moyens informatiques : d'une part, les
théories séculaires construites par Bretagnon (1982), par Simon (1983),
par Simon et Bretagnon (1984), d'autre part, les théories générales
analytiques construites par Duriez (1979) et par Laskar (1984).
Les théories planétaires de Bretagnon et de Simon offrent une très
bonne précision sur des durées allant jusqu'à 6000 ans. Leur validité sur
une si longue durée offre une perspective d'utilisation satisfaisante dans
le cas des satellites galiléens dont les premières observations remontent
à moins de 4 siècles. Mais le plus grand obstacle à l'utilisation de ces
théories est 1 ' incompatiblité entre la forme séculaire de leurs inégalités
et la forme quasi-périodique des résultats qu'on souhaite obtenir dans la
théorie générale des satellites galiléens en construction. On se retrouve
dans un cas presque identique à celui de la théorie de Hill déjà abordé.
On peut éviter la suppression brutale des termes mixtes comme Sampson l'a
fait avec la théorie de Hill, mais la complexité du problème de conversion
des termes mixtes en termes quasi-périodiques rend leur utilisation très
difficile.
La théorie générale planétaire de Duriez utilise un jeu de variables
très proche de celui de la présente théorie. Entre elle et la nôtre, il y
a non seulement une compatibilité de forme des expressions des variables
mais aussi une compatibilité de forme quasi-périodique des résultats. Elle
semble être toute indiquée pour notre besoin. Or, l'existence d'un grand
nombre de phases dans la solution avec lesquelles la théorie donne les
expressions des fonctions périodiques du temps, fait apparaître quelques
difficultés d'adaptation. Dans notre solution, les arguments du temps sont
des fonctions linéaires des arguments élémentaires.
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La table 24 montre un extrait des termes à très longues périodes de
Duriez concernant le périvecteur moyen de Jupiter zos.
Table 24, SOLUTION A TRES LONGUES PERIODES DU
MOUVEMENT DU GRAND AXE DE L'ORBITE DE JUPITER
DE DURIEZ (1979).
SOLUTION \
"o s
X.. Ju* X.r x.t x#? X**
.015741 EXP( 52°, 06273 -28,3278 * T ) ( 1 0 0 0 0 0 0 0)
.041544 EXP< 119.99680 -4.3089 * T ) ( 0
1 0 0 0 0 0 0)
.001729 e x p ( 55.19735 -3.0982 * T ) (
0 0 1 0 0 0 0 0)
.000056 EXP ( 106.71329 -.6743 •T) ( 0 0
0 1 0 0 0 0)
.000009 E X P ( 58.53327 + 80.8275 * T ) (
“1 0 0 0 0 0 0 2)
.000007 F X P I 136.88568 +56.8086 * T ) ( 0
-1 0 0 0 0 0 2)
.000007 E X P ( 27,61189 -2.0779 * T ) {
1 0 0 0 -1 0 0 1 )
.000011 EX P ( 55,7117? -5.0707 •T) (
1 0 0 0 0 0 -1 1 )
.000002 E X P ( 64.58616 -4.9991 * T ) ( 0
1 0 0 1 -1 0 0)
.000004 E X P ( 168,95208 -3". 5 588 •T) ( 0
1 0 0 1 0 0 -1 )
,000001 EX P ( 53.62510 -3.6181 * T ) ( 0
1 0 0 -1 1 0 0)
. 00000'’ E X P ( 73,17141 -29.8683 •T) ( 0
1 0 0 0 1 0 -1 )
.000001 EXPf 36.48363 -2.0066 •T) ( 0 1 0 0 0
-1 1 0)
.000012 FXp( 140.84925 -27.5660 * T ) ( 0 1 0 0 0
0 1 -1 )
.000002 E X P ( 129.25948 + 2.1,9410 * T ) < 0 1 0 0 -1
0 0 1 )
.000001 E X p ( 130.77726 -.7959 * T ) ( 0 0
1 0 0 -1 1 0)
. 000001 EXP ( 55.14288 -26.3553 * T ) ( 0 0 1 0 0
0 1 “1 )
.000003 EXP ( 39.01569 -2,9766 * T ) ( 0 0 0
1 0 1 -1 0)
.000688 E X P ( 125.81061 -52.3466 * T ) ( 2 -1 0 0 0
0 0 0)
.00004? E X P ( 31.51698 -53.5573 •T) ( 2 0 -1 0 0 0 0
0)
.00000? F X P ( 168.52286 -55.9812 •T) ( 2 0 0
-1 0 0 0 0)
. 00041 2 E x o ( 133.16457 -29.5381 •Tl < 1
1 -1 0 0 0 0 0)
.000007 EXP ( 90.17044 -31.9623 * T ) ( 1 1 0
-1 0 0 0 0)
.000419 E X P ( 141,7518? -27,1171 •T) ( 1
-1 1 0 0 0 0 0)
.000001 E X e ( 4.46407 -30,7516 •T) (
1 0 1 -1 0 0 0 0)
,000007 E X P ( 4.71595 -24,6932 •T) c
1 -1 0 1 0 0 0 0)
.000001 E X P ( 90.45232 -25.9039 •T) (
1 0 -1 1 0 0 0 0)
000029 EXP ( 70.75336 4-19.7100 •T) ( -1 2 0 0 0 0 0
0)
.000056 E X P ( 54.81215 -5.5196 •T) ( 0
2 -1 0 0 0 0 0)
.000005 E X P ( 165.04699 +20.9207 * T ) c
-1 1 1 0 0 0 0 0)
. 000002 E X P ( 12.09991 -1.8850 •T) c 0
1 -1 1 0 0 0 0 )
.000007 F X o ( 157,69304 -1.8875 •T) ( 0
-1 2 0 0 0 0 0)
.000014 E X P ( 24.16303 -76.3655 •T) ( 3 -2 0 0 0
0 0 0)
.000002 F X P ( 109,86940 -77.5762 •T) ( 3
-1 -1 0 0 0 0 0)
.000001 E X P ( 40,10424 -51.1359 •T) < 2 -2
1 0 0 0 0 0)
.000001 E X p ( 172.40095 +43,7289 •T) ( -2 3 0 0 0
0 0 0)
.000003 EX P ( 97.80628 -3.0957 •T) ( 0 2 -2
1 0 0 0 0)
.000003 EXP ( 114.69891 -4.3111 •T) C 0 -1 3 -1 0 0
0 0)
VARIATIONS SECULAIRES: RE
, 047071079
.001158850 t
-.000107096 tl
-, 00000414 7 O
.000000199 t'
IH
-.011324178
-.002141952 t
-.000099134 tl
.000005H4 O
.000000086 t*
T en années juliennes à partir de 1950.0
t en milliers d'années juliennes à partir de 1950.0
140
La même variable est notée Jupiter ou encore X45 dans notre théorie.
Sur les 38 termes de la table, les quatre premiers termes sont des termes
linéaires modifiés par les termes non linéaires tabulés dans la suite. On
y trouve 38 phases différentes. Le 22ème terme par exemple, dont la
fréquence est une combinaison linéaire de celles des trois premiers termes
linéaires, a une phase différente de celle obtenue par la même
combinaison.
Dans les mêmes conditions, notre théorie propose une solution ne
contenant que 12 phases, qui sont les valeurs à l'instant t=0 des 12
arguments élémentaires. Chaque phase est couplée à une des douze
fréquences de base dont les quatre premières sont les moyens mouvements;
les huit autres sont les huit valeurs propres de la solution à très
longues périodes.
CONSTRUCTION D'UNE THEORIE DU SOLEIL JQVICENTRIQUE
POUR LE CALCUL DES PERTURBATIONS SUR LES SATELLITES GALILEENS.
81. Le développement de la solution est limité à l'ordre 2 des masses et
au degré 5 des variables neutres. La grande inégalité obtenue à l'ordre 2
présente encore un grand écart d'une trentaine de secondes de degré par
rapport à celles des théories séculaires de Bretagnon et de Simon. Cette
approximation est insuffisante pour l'utilisation dans le calcul des
inégalités du mouvement des satellites galiléens. Par conséquent, la
collecte des contributions a été étendue à l'ordre 3 pour le calcul de ce
groupe d'inégalités. On peut établir la correspondance entre la précision
de ces données et celle des termes générés par elles dans les coordonnées
des satellites galiléens. Pour une amplitude de 1000" de la grande
inégalité correspond une amplitude de l'ordre 500x 10 7 radian jovicentrique
du terme généré par elle dans le cas du satellite 4, c'est A dire une
grandeur de trois chiffres significatifs pour la précision initialement
fixée à lxl0~7 radian jovicentrique pour la collecte des inégalités. La
certitude sur le dernier chiffre significatif est assurée par une
approximation ne dépassant pas 2" sur la valeur de l'amplitude de la
grande inégalité. Pour les termes à courtes périodes, on n'a pas le même
problème, car la précision de ces termes est de l'ordre du dixième de
seconde de degré.
Les programmes de développement de la théorie des satellites
galiléens sont adaptables au cas du mouvement des quatres planètes
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extérieures. Les nombres de corps à considérer dans les deux cas sont
identiques, ce qui simplifie beaucoup le travail d'adaptation. Le but est
de construire des séries représentant le mouvement de Jupiter. L'exposé
théorique et la comparaison de résultats se limitent ici à la méthode
utilisée dans le traitement des termes non linéaires et les ajustements
des phases qui permet de donner à l'argument du temps de chaque terme la
forme d'une combinaison linéaire de 12 arguments élémentaires. Comme les
phases sont les valeurs à l'instant t=0 des arguments élémentaires, il est
inutile d'utiliser des mémoires supplémentaires pour les représenter dans
le traitement informatique.
Dans l'élaboration de cette théorie, les constantes d'intégration
(table 25a) sont déduites de la théorie VS0P82 de Bretagnon (1982).
AJUSTEMENT DE LA SOLUTION A TRES LONGUES PERIODES.
82. Les paragraphes 26 à 29 ont abordé l'approche utilisée dans la
formation et dans 1 ' intégration du système autonome linéaire. Le système
des équations variationnelles (23) du paragraphe 26 relatif aux variables
neutres a la forme matricielle suivante :
(84) Y = G(£ +Y,t).Y ,
dans laquelle Y représente la matrice colonne composée des 8 variables Yj
et de leurs 8 conjuguées. On en extrait d'abord un système autonome
linéaire dont les éléments ne dépendent pas explicitement du temps. Les
nouvelles variables utilisées sont notées Z :
Rappelons que la solution pour Z est la solution à très longues
périodes ou la solution des "oscillations libres" des orbites. La solution
pour Y contient, en plus, des termes qui dépendent à la fois du temps par
l'intermédiaire des longitudes moyennes et de cette solution à très
longues périodes.
A l'issue de la diagonalisation de la matrice constante h, on
obtient la matrice des vecteurs propres M et les valeurs propres g ^ . Le
changement de variables Z = M.U , où M est la matrice des vecteurs
propres, conduit à un système d'équations en U. Dans la première
approximation où on ne tient compte que des termes linéaires, ce système
a une forme très simple :
Û = i. T.U ,
dans laquelle T représente la matrice diagonale des valeurs propres
obtenues par la diagonisation citée ci-dessus. Ce système a pour solution:
(85) Uj = C- exp.i (g-t+fj) .
Par suite, la solution pour Z, qui est une transformation linéaire de la
solution U au moyen de la matrice M, possède la forme donnée par
l'expression (26), paragraphe 27. Les 16 constantes d'intégration
constituées de 8 modules Cj et 8 phases |3j (Table 25b) sont déterminées
par les valeurs connues des parties réelles et imaginaires des 8 fonctions
Z j à 1 ' i ntant t = 0.
On considère ensuite les autres termes du système en Y, qui
dépendent du temps de façon explicite. Les variables neutres contenues
dans les expressions de ces termes sont développées au moyen de la
solution à très longues périodes du système linéaire. L'intégration de ces
termes utilise les fréquences connues des Uj, c'est à dire les valeurs
propres obtenues dans la résolution du système autonome. Cette intégration
conduit à exprimer la solution Y en fonction des quantités Uj et de leurs
conjugués. Dans la solution finale ces quantités sont substituées par des
expressions qui tiennent compte des termes non linéaires suivant la
méthode expliquée dans ce qui suit ci-après.
Revenons à la résolution du système autonome. Cette fois-ci on tient
compte de l'existence des termes non linéaires. Dans le développement, les
variables X* sont représentées par les variables lk correspondantes; car,
dans ce traitement, on ne considère que la partie à très longue période
des variables X^. On associe maintenant la partie non linéaire de
l'expression de Y à sa partie autonome. Lors du changement de variables Z
en U, le sytème Z = i A Z + i F(Z), où F représente la partie contenant les
termes non linéaires de G de la relation (84), se transforme en un système
d'équations en U :
(86) Û = i.r.U + i. M**. F (M. U) ,
où F(M.U) contient des termes non linéaires en U. Le développement de
143
l'équation portant l'indice j du système au moyen de la solution (85)
donne deux groupes de termes complémentaires :
* Un terme portant la fréquence gj , qui est la fréquence de la
solution (85) pour Uj. Il se réduit à AgjUj . C'est ce complément qui
contribue à modifier, souvent d'une façon importante, la valeur propre
portant l'indice j obtenue lors de la résolution du système linéaire.
* Une série de termes de fréquences Vjk différentes de gj ; Vjf< est
formée par une combinaison linéaire des fréquences g*, (k=l à 8). Comme
les constantes d'intégration Cj et pj ont été introduites lors de la
résolution du système linéaire, on recherche pour chacun de ces termes une
solution particulière s'annulant à l'instant t=0 d'une façon analogue à
Duriez (1979).
Après le développement de la partie non linéaire de (86) par une
substitution de la solution (85) aux variables Uj , l'équation portant
l'indice j du système (86) prend la forme suivante :
dont la solution particulière choisie pour les termes ne portant pas la
Cette expression, qui s'annule pour t=0, montre que les deux termes du
crochet de cette solution particulière ont la même phase et des
coefficients égaux mais de signes contraires. Ce qui conduit à un
ajustement des modules et des phases des termes linéaires au moyen de
simples additions de vecteurs comme on le voit dans la suite.
Soit Vj le vecteur représentant Uj déterminé par les constantes
d'intégration à l'instant initial. Par cette attribution, on considère Vj
comme la résultante de l'ensemble des termes linéaires et non linéaires de
la série représentant Uj pour t=0 : une résultante qui ne doit changer ni
en module ni en phase lors de l'introduction des termes non linéaires de
la solution (88).
(87)
fréquence gj est :
(88)
On considère un couple de vecteurs opposés correspondant aux deux
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termes du crochet de (88) : vj (de même -fréquence que celle de Vj ) et wJjç
(de fréquence différente) qui font partie de la solution particulière. Par
sa composition issue deé opérations de substitution, la phase associée au
vecteur est une combinaison linéaire des phases des 4 termes à très
longues périodes de la solution du système linéaire. Dans l'opération
d'ajustement, on groupe les deux vecteurs de même fréquence Vj et vj.
Fig. 9
La somme est un nouveau vecteur Vj dont le module et la phase sont proches
de ceux du vecteur initial Vj (fig.9), du fait que le vecteur Vj est
nettement plus faible. Quand on ajoute à ce nouveau vecteur Vj , on
retrouve l'affixe initiale de Uj pour t=0. La même opération est faite
pour tous les couples de termes de la solution particulière; on obtient
ainsi à l'issue d'un premier tour de calcul une valeur approchée pour
la phase de chaque vecteur Vj. Dans cette première étape d'ajustement, les
directions des petits vecteurs représentant les termes non linéaires à
l'instant t=0 étaient calculées au moyen des phases <f>1 qui sont les phases
figurées dans la table 25b de la solution du système linéaire. Ensuite,
par itération, on introduit les phases (p2 ajustées dans le calcul de ces
directions de façon à exprimer finalement l'argument de chacun des termes
non linéaires en fonction des phases ajustés <p2 des termes linéaires. On
arrête le calcul quand les valeurs <$>2 qu'on cherche à déterminer ne
varient plus. Trois itérations sont en général suffisantes pour cette
opération d'ajustement. On obtient ainsi une solution à très longues
périodes pour chaque Uj sous la forme d'une série de 4 termes linéaires et
d'un nombre plus ou moins important des termes non linéaires suivant la
précision donnée à la collecte de ces termes. Les phases finales
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constituent les phases des arguments élémentaires. Dans cette solution,
les phases des termes non linéaires sont des combinaisons linéaires des
phases des arguments élémentaires. Ces dernières sont au nombre de 12 dont
les valeurs des 4 longitudes à l'instant initial et 8 phases des arguments
élémentaires à très longues périodes obtenues par l'opération d'ajustement
décrite ci-dessus.
La table 26 donne les expressions des 12 arguments élémentaires.
Les tables 27a et 27b présentent des extraits de résultats relatifs
aux quatre premières fonctions du temps Uj dans les deux solutions
consécutives. Chacune de ces fonctions est obtenue dans la solution du
système linéaire sous la forme d'un seul terme; ensuite dans la solution
du système non linéaire sous la forme d'une série de termes :
combinaisons linéaires des arguments élémentaires.
Le retour de la solution pour U à la solution pour Z se fait au
moyen de la matrice de vecteurs propres M. La transformation est linéaire
et simple à exécuter. Le résultat obtenu à l'issue de l'opération
d'ajustement est pleinement satisfaisant en comparaison avec les
conditions initiales issues de 1'observation (Table 28). Ainsi,
l'opération finale de la solution Z, consiste à remplacer, dans les
expressions de Z, les fonctions U par les séries correspondantes obtenues
après l'introduction des termes non linéaires. On procède de la même façon
dans le calcul des termes qui dépendent explicitement du temps de Y. Un
exemple du traitement sera donné dans le paragraphe suivant avec le calcul
de la grande inégalité Jupiter-Saturne.
Les tables 29a et 29b présentent deux solutions consécutives de Z3
des 4 grosses planètes, c'est à dire les séries limitées aux termes à très
longues périodes de X3 de ces astres. Ces séries sont présentées sous la
même forme que celle donnée dans l'extrait de la solution Uj des tables
27a et 27b. Elles contiennent en moyenne 250 termes chacune; la table 29b
ne donne que la liste des termes les plus importants. A la suite de chaque
où les modules uj^sont des constantes et les arguments (k t cp ) sont des
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Table 25a : CONDITIONS INITIALES DEDUITES DE
LA THEORIE VS0P82 DE BRETAGNON
Re(Zj) Im(Z 3) Re(Z5) Im(Zs)
Jupiter
Saturne
Uranus
Neptune
0,0469857212
-.0029600360
-.0459513238
0.0059997757
0.0120038575
0.0554296425
0,0056379131
0,0066924241
-.0041309548
-.0174308365
0,0037182169
-.0205805012
0,0223660965
0.0397735628
0.0129720449
0,0230309322
Table 25b : CONSTANTES D'INTEGRATION (Modules
et phases des fonctions Uj déterminés lors
de la résolution du système linéaire en U.)
J
MODULE (radians) PHASE (radians)
1 0,0507585142 2,3316232502
2 0.0656676981 0,5513337373
3 0,0251965303 5,1704497331
4 0.0094855743 1.3042531280
5 0,0531151956 5,0199588865
6 0,0104389450 3,5228606594
7 0,0155474593 2,3723584067
8 0,0170030702 2,2223778846
Table 26 : ARGUMENTS ELEMENTAIRES (radians)
L5 = 0.529690965095 t
L6 = 0,213299095438 t
L7 = 0,074781598567 t
L8 = 0.038133035638 t
P5 - 0,0001361646 t
P6 = 0,0000207461 t
P7 - 0,0000149074 t
P8 * 0,0000032397 t
05 = .0000000099 t
06 = -.0000033636 t
07 *= -.0000145468 t
08 -= -.0001273358 t
t en années juliennes
+ 0.59954649739
+ 0.87401675650
+ 5,48129387159
+ 5,31188628676
+ 2,2619958574
+ 0,5364639240
+ 5,3209455664
+ 1,2965854478
+ 5,0200254651
+ 3,5352249723
+ 2,4557080476
+ 2,2245803796
partir de 2000.0 .
EVOLUTION DE LA SOLUTION POUR Uj AVANT ET
APRES L'INTRODUCTION DES TERMES NON LINEAIRES
Extrait limité à Uj (j * 1 à 4)
Table 27a : SOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE :
U1 - 0,0507585142 exp1 (0,0001126021 t + 2,3316232502)
Ui = 0,0656676981 exp1 (0,0000199568 t + 0,5513337373)
Uj - 0,0251965303 exp1 (0,0000144213 t + 5.1704497331)
U* - 0,0094855743 exp1 (0,0000031816 t + 1,3042531280)
Les arguments sont exprimés en radians et
t en années Juliennes à partir de 2000.0 .
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Table 27b : SOLUTION AJUSTEE APRES INTRODUCTION
DES TERMES NON LINEAIRES :
Forme de la solution :
r- J Ul : Coefficient,
U: = ) ui< exp1(k| if ) -s (k | cp j : combinaison des arguments
J l élémentaires L, P, Q.
SERIE U,
ARGUMENT
COEFFICIENT
L5 icoI1_J L7 L8 P5 P6 P7 P8 05 OI O)1 07 08
1 0,050321 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
2 -0.004006 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
3 0,000263 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
4 -0,000012 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
5 0,000007 0 0 0 0 2 0 0 -1 0 0 0 0
6 -0,000153 0 0 0 0 2 0 -1 0 0 0 0 0
7 0,000006 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0
8 0,002242 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 0
9 -0,000223 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0 0
10 -0,000002 0 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0
1 1 -0,000001 0 0 0 0 -1 0 2 0 0 0 0 0
12 0,000002 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 2
13 -0,000031 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 2
14 0,000002 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 -1
15 0,000006 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 -1
16 0,000003 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 -1
17 0,000001 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 -1
18 0,000049 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1
19 0,000005 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -1
20 0,000001 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1 0
21 0,000020 0 0 0 0 1 1 0 -1 0 0 0 0
22 -0,000004 0 0 0 0 1 0 1 -1 0 0 0 0
23 -0,001288 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0
24 0,001286 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 0
25 0,000029 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0 0
26 0,000004 0 0 0 0 1 0 -1 1 0 0 0 0
27 -0,000022 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 0 0 0
28 -0,000001 0 0 0 0 -1 1 0 1 0 0 0 0
29 -0,000001 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 1 0
30 -0,000006 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 1
31 -0,000004 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 1
32 0,000004 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 -2
33 -0,000002 0 0 0 0 3 0 0 0 -2 0 0 0
34 0,000046 0 0 0 0 3 -2 0 0 0 0 0 0
35 -0,000004 0 0 0 0 -2 3 0 0 0 0 0 0
36 0,000002 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 -2
37 -0,000002 0 0 0 0 2 1 0 0 -2 0 0 0
38 -0,000001 0 0 0 0 1 2 0 0 -2 0 0 0
39 0,000001 0 0 0 0 1 2 -2 0 0 0 0 0
40 -0,000006 0 0 0 0 3 -1 -1 0 0 0 0 0
41 -0,000003 0 0 0 0 2 -2 1 0 0 0 0 0
42 0,000001 0 0 0 0 -2 2 1 0 0 0 0 0
43 -0,000003 0 0 0 0 -2 1 0 0 0 0 0 2
44 0,000001 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 -1 1
45 0,000006 0 0 0 0 2 -1 0 0 -1 0 0 1
SERIE U2
ARGUMENT
COEFFICIENT
L5 L6 L7 L8 P5 P6 P7 P8 05 06 07 08
1 0,001175 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
2 0,065879 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
3 0,000304 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
4 -0,000005 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
5 -0,000001 0 0 0 0 0 2 0 -1 0 0 0 0
6 -0,000007 0 0 0 0 2 0 -1 0 0 0 0 0
7 0,000107 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0
8 0,000098 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 0
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9 -0,000061 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0 0
10 -0,000027 0 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0
11 -0,000001 0 0 0 0 -1 0 2 0 0 0 0 0
12 -0,000002 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 2 0
13 -0,000007 * 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 2
14 0,000003 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 2
15 0,000003 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 -1
16 -0,000001 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 -1
17 -0,000001 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1
18 -0,000001 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -1 0
19 -0,000002 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0
20 -0,000004 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0
21 -0,000004 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 0
22 0,000003 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0 0
23 0,000002 0 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0
24 -0,000032 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 1
25 0,000001 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 1
26 -0,000002 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 1
27 -0,000005 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 1
28 0,000001 0 0 0 0 3 0 0 0 -2 0 0 0
29 0,000003 0 0 0 0 3 -2 0 0 0 0 0 0
SERIE Ua
ARGUMENT
COEFFICIENT
L5 L6 L7 L8 P5 P6 P7 P8 05 06 07 08
1 -0,000805 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
2 -0.004326 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
3 0,024779 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
4 0,000037 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
5 -0,000003 0 0 0 0 0 2 0 -1 0 0 0 0
6 0,000002 0 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0
7 0,000008 0 0 0 0 2 0 -1 0 0 0 0 0
8 0,000296 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0
9 -0,000075 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 0
10 0,000018 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0 0
11 -0,000302 0 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0
12 -0,000004 0 0 0 0 -1 0 2 0 0 0 0 0
13 -0,000001 0 0 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0
14 -0,000001 0 0 0 0 0 -1 0 2 0 0 0 0
15 -0,000001 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 2 0 0
16 -0,000001 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 2 0 0
17 -0,000003 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 2 0
18 -0,000006 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 2 0
19 -0,000001 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 2 0
20 0,000003 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 2
21 -0,000002 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 -1
22 -0,000001 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -1
23 -0,000004 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1
24 -0,000002 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -1
25 -0,000004 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 -1 0
26 -0,000003 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 -1 0
27 -0,000004 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -1 0
28 -0,000008 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -1 0
29 0,000055 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 -1 0
30 -0,000001 0 0 0 0 0 0 1 0 1 -1 0 0
31 -0,000001 0 0 0 0 1 1 0 -1 0 0 0 0
32 0,000023 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0
33 0,000027 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 0
34 -0,000027 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0 0
35 0,000006 0 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0
36 -0,000002 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 0 0 0
37 0,000001 0 0 0 0 -1 1 0 1 0 0 0 0
38 0,000003 0 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0
39 0,000014 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 1 0
40 0,000008 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 1 0
41 0,000001 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 1 0
42 0,000003 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 1 0
43 0,000002 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 1 0
44 -0,000004 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 1 0
45 -0,000004 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 1 0
46 -0,000033 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 1
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47 0,000004 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 1
48 0,000002 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 1
49 -0,000010 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 1
50 0,000005 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 1
51 -0,000002 * 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 1 1
52 -0,000001 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 1
53 0,000001 0 0 0 0 0 3 -2 0 0 0 0 0
54 -0,000002 0 0 0 0 3 -2 0 0 0 0 0 0
55 -0,000056 0 0 0 0 0 2 -2 1 0 0 0 0
56 -0,000003 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 1 -1
57 -0,000001 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 -1 1 0
58 0,000003 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 1 -1
59 -0,000003 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 -1 1
SERIE U4
ARGUMENT
COEFFICIENT
L5 L6 L7 L8 P5 P6 P7 P8 05 06 07 08
1 0,000097 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
2 0,000216 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
3 -0,000092 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
4 0,009052 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
5 0,000003 0 0 0 0 0 2 0 -1 0 0 0 0
6 0,000003 0 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0
7 -0,000001 0 0 0 0 2 0 -1 0 0 0 0 0
8 -0,000009 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0
9 0,000010 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 0
10 -0,000002 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0 0
11 -0,000004 0 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0
12 -0,000002 0 0 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0
13 -0,000001 0 0 0 0 0 -1 0 2 0 0 0 0
14 -0,000001 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 2 0
15 -0,000004 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -1 0
16 -0,000004 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -1 0
17 -0.000002 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 -1 0
18 0,000005 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0
19 -0,000003 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0
20 -0,000004 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 0
21 0,000004 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0 0
22 0,000023 0 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0
23 -0,000023 0 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0
24 -0,000016 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 1 0
25 -0,000162 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 1 0
26 0,000002 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 1 0
27 -0,000001 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 1 0
28 -0,000001 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 1 0
29 -0,000002 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 1 0
30 0.000002 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 1
31 -0,000002 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 1
32 0,000043 0 0 0 0 0 -2 3 0 0 0 0 0
Table 28 : VERIFICATION DES AFFIXES DE Zj APRES
L'OPERATION D'AJUSTEMENT.
CONDITIONS INITIALES APRES -AJUSTEMENT
J Re(Zj ) Im(Zj ) Re(Zj ) Im(Z3)
1 0,0469857212 0,0120038575 0,0469857212 0,0120038575
2 -.0029600360 0,0554296425 -.0029600360 0,0554296425
3 -.0459513238 0,0056379131 -.0459513237 0,0056379130
4 0,0059997757 0,0066924241 0,0059997757 0,0066924241
5 -.0041309548 0,0223660965 -.0041309548 0,0223660966
6 -,0174308365 0,0397735628 -.0174308365 0,0397735628
7 0,0037182169 0.0129720449 0,0037182169 0,0129720448
8 -.0205805012 0.0230309322 -.0205805012 0,0230309322
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EVOLUTION DE LA SOLUTION POUR Z* AVANT ET
APRES L'INTRODUCTION DES TERMES NON LINEAIRES
Table 29a : SOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE :
Jupiter
Za -= - ,0166846140
+ 0,0426202420
- 0,0018991975
+ 0,0000612089
Saturne
exp1 (0,0001126021
exp1 (0,0000199568
exp1 (0,0000144213
exp1 (0,0000031816
t + 2,3316232502)
t + 0,5513337373)
t + 5,1704497331)
t + 1,3042531280)
Z3 = 0,0479049984
+ 0,0362513231
- 0,0018697050
+ 0,0000698784
Uranus
exp1 (0,0001126021
exp1 (0,0000199568
exp1 (0,0000144213
exp1 (0,0000031816
t + 2,3316232502)
t + 0,5513337373)
t + 5.1704497331)
t + 1,3042531280)
Z 3 = - ,0017747863
- 0,0405516113
- 0,0295769127
+ 0,0016972858
Neptune
Z 3 = - ,0001080809
+ 0,0021154450
+ 0,0037507462
+ 0,0093570968
exp1 (0,0001126021
exp1 (0,0000199568
exp1 (0,0000144213
exp1 (0,0000031816
exp1 (0,0001126021
exp1 (0,0000199568
exp1 (0,0000144213
expl (0,0000031816
t + 2,3316232502)
t + 0,5513337373)
t + 5,1704497331)
t + 1,3042531280)
t + 2,3316232502)
t + 0,5513337373)
t + 5.1704497331)
t + 1.3042531280)
Les arguments sont exprimés en radians et
t en années juliennes à partir de 2000.0 .
Table 29b : SOLUTION AJUSTEE APRES INTRODUCTION
DES TERMES NON LINEAIRES :
Forme de la solution :
r- ( zK : Coefficient,
Za = ) Zi exp1(k | cp ) J (k | (û ) : combinaison des arguments
I élémentaires L, P, 0.
Za JUPITER
1
COEFFICIENT
-0,015716
L5
0
L6
0
L7
0
L8
0
2 0,044402 0 0 0 0
3 -0,001758 0 0 0 0
4 0,000056 0 0 0 0
5 -0,000002 0 0 0 0
6 0,000045 0 0 0 0
7 0.000045 0 0 0 0
8 -0,000668 0 0 0 0
9 0,000032 0 0 0 0
10 0,000006 0 0 0 0
11 -0,000005 0 0 0 0
12 0,000012 0 0 0 0
13 0,000001 0 0 0 0
14 -0,000003 0 0 0 0
15 -0,000001 0 0 0 0
ARGUMENT
P5 P6 P7 P8 05 06 Q7 08
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
2 0 0 -1 0 0 0 0
2 0 -1 0 0 0 0 0
0 2 -1 0 0 0 0 0
2 -1 0 0 0 0 0 0
-1 2 0 0 0 0 0 0
0 -1 2 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 2
-1 0 0 0 0 0 0 2
1 0 0 0 1 0 0 -1
0 1 0 0 1 0 0 -1
0 1 0 0 0 1 0 -1
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16 -0,000016 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1
17 -0,000002 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -1
18 -0,000004 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 -1 0
19 -0,000006 * 0 0 0 0 1 1 0 -1 0 0 0 0
20 0,000001 0 0 0 0 1 0 1 -1 0 0 0 0
21 -0,000001 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0
22 0,000419 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0
23 -0,000427 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 0
24 -0,000005 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0 0
25 -0,000001 0 0 0 0 1 0 -1 1 0 0 0 0
26 0,000001 0 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0
27 0,000007 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 0 0 0
28 -0,000001 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 1 0
29 -0,000001 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 1 0
30 -0,000018 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 1
31 -0,000002 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 1
32 0,000002 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 1
33 -0,000001 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 -2
34 0,000001 0 0 0 0 3 0 0 0 -2 0 0 0
35 -0,000013 0 0 0 0 3 -2 0 0 0 0 0 0
36 0.000001 0 0 0 0 -2 3 0 0 0 0 0 0
37 0,000001 0 0 0 0 2 1 0 0 -2 0 0 0
38 0,000002 0 0 0 0 3 -1 -1 0 0 0 0 0
39 0,000001 0 0 0 0 2 -2 1 0 0 0 0 0
40 0,000004 0 0 0 0 0 2 -2 1 0 0 0 0
41 -0,000002 0 0 0 0 2 -1 0 0 -1 0 0 1
DEVELOPPEMENT EN TERMES SECULAIRES
Re(Z 3)
0,0469857212
0,0011128439 T
-0,0001089009 T3
-0,0000041277 T3
0,0000002032 T*
Im(Z 3)
0,0120038575
0,0021657646 T
0,0000963245 T2
-0,0000052179 T3
-0,0000000907 T4
T en milliers d'années juliennes à partir de 2000.0.
Z3 SATURNE
ARGUMENT
COEFFICIENT
L5 L6 L7 L8 P5 P6 P7 P8 05 06 07 08
1 0,048201 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
2 0.032910 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
3 -0,001423 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
4 0,000050 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
5 0,000006 0 0 0 0 2 0 0 -1 0 0 0 0
6 -0,000149 0 0 0 0 2 0 -1 0 0 0 0 0
7 0,000043 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0
8 0,002176 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 0
9 -0,000245 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0 0
10 0,000006 0 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0
11 -0,000001 0 0 0 0 -1 0 2 0 0 0 0 0
12 -0,000001 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 2 0
13 -0,000002 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 2
14 -0,000028 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 2
15 0,000003 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 -1
16 0,000005 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 -1
17 0,000003 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 -1
18 0,000001 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 -1
19 0,000047 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1
20 0,000004 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -1
21 0,000001 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1 0
22 -0.000004 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 -1 0
23 0,000019 0 0 0 0 1 1 0 -1 0 0 0 0
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24 -0,000003 0 0 0 0 1 0 1 -1 0 0 0 0
25 -0,001219 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0
26 0,001210 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 0
27 0,000032 * 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0 0
28 0,000004 0 0 0 0 1 0 -1 1 0 0 0 0
29 0,000001 0 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0
30 -0,000020 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 0 0 0
31 -0,000001 0 0 0 0 -1 1 0 1 0 0 0 0
32 -0,000001 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 1 0
33 -0,000001 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 1 0
34 -0,000002 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 1 0
35 -0,000015 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 1
36 0,000001 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 1
37 -0,000008 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 1
38 -0,000004 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 1
39 -0,000001 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 1 1
40 0,000004 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 -2
41 -0,000001 0 0 0 0 3 0 0 0 -2 0 0 0
42 0,000045 0 0 0 0 3 -2 0 0 0 0 0 0
43 -0,000004 0 0 0 0 -2 3 0 0 0 0 0 0
44 0,000002 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 -2
45 -0,000001 0 0 0 0 2 1 0 0 -2 0 0 0
46 -0,000001 0 0 0 0 1 2 0 0 -2 0 0 0
47 0,000001 0 0 0 0 1 2 -2 0 0 0 0 0
48 -0,000006 0 0 0 0 3 -1 -1 0 0 0 0 0
49 -0,000003 0 0 0 0 2 -2 1 0 0 0 0 0
50 0,000001 0 0 0 0 -2 2 1 0 0 0 0 0
51 0,000004 0 0 0 0 0 2 -2 1 0 0 0 0
52 -0,000003 0 0 0 0 -2 1 0 0 0 0 0 2
53 0,000001 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 -1 1
54 0,000006 0 0 0 0 2 -1 0 0 -1 0 0 1
DEVELOPPEMENT EN TERMES SECULAIRES
Re(Zg)
-0,0029600360
-0,0052361064 T
0,0003076607 T2
0,0000124313 T3
-0,0000006512 T4
Im ( Z 3 )
0,0554296425
-0,0037219461 T
-0.0003124995 T2
0,0000161009 T3
0,0000002835 T4
Za URANUS
COEFFICIENT
L5 L6 L7 L8
1 -0,001522 0 0 0 0
2 -0,035425 0 0 0 0
3 -0,029300 0 0 0 0
4 0,001579 0 0 0 0
5 0,000005 0 0 0 0
6 -0,000002 0 0 0 0
7 -0,000415 0 0 0 0
8 -0,000050 0 0 0 0
9 0,000024 0 0 0 0
10 0,000371 0 0 0 0
11 0,000006 0 0 0 0
12 0,000001 0 0 0 0
13 0,000001 0 0 0 0
14 0,000002 0 0 0 0
15 0,000002 0 0 0 0
16 0,000004 0 0 0 0
17 0,000008 0 0 0 0
18 0,000001 0 0 0 0
19 0,000002 0 0 0 0
20 0,000004 0 0 0 0
21 0,000002 0 0 0 0
22 0,000005 0 0 0 0
ARGUMENT
P5 P6 P7 P8 inlO
II
06 07 08
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 2 0 -1 0 0 0 0
0 0 2 -1 0 0 0 0
0 2 -1 0 0 0 0 0
2 -1 0 0 0 0 0 0
-1 2 0 0 0 0 0 0
0 -1 2 0 0 0 0 0
-1 0 2 0 0 0 0 0
0 0 -1 2 0 0 0 0
0 -1 0 2 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 2 0 0
0 -1 0 0 0 2 0 0
0 0 -1 0 0 0 2 0
0 -1 0 0 0 0 2 0
-1 0 0 0 0 0 2 0
1 0 0 0 0 0 1 -1
0 1 0 0 0 0 1 -1
0 0 1 0 0 0 1 -1
0 1 0 0 1 0 -1 0
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23 0,000004 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 -1 0
24 0,000004 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -1 0
25 0,000009 • 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -1 0
26 -0,000065 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 -1 0
27 0,000002 0 0 0 0 0 0 1 0 1 -1 0 0
28 0,000002 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0
29 0,000020 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0
30 -0,000075 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 0
31 0,000030 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0 0
32 -0,000005 0 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0
33 0,000003 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 0 0 0
34 -0,000002 0 0 0 0 -1 1 0 1 0 0 0 0
35 -0,000008 0 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0
36 -0,000001 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 1 0 0
37 -0,000019 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 1 0
38 -0,000039 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 1 0
39 -0,000001 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 1 0
40 -0,000003 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 1 0
41 -0,000003 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 1 0
42 0,000004 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 1 0
43 0,000004 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 1 0
44 0,000059 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 1
45 -0,000006 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 1
46 -0,000002 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 1
47 0,000013 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 1
48 -0,000003 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 1
49 0,000002 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 1 1
50 0,000001 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 1
51 -0,000001 0 0 0 0 0 3 -2 0 0 0 0 0
52 0,000009 0 0 0 0 0 -2 3 0 0 0 0 0
53 0,000066 0 0 0 0 0 2 -2 1 0 0 0 0
54 0,000003 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 0 1 -1
55 0,000002 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 -1 1 0
56 -0,000004 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 1 -1
57 0,000003 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 -1 1
DEVELOPPEMENT EN TERMES SECULAIRES
Re(Z 3)
-0,0459513237
0,0001790994 T
-0,0000007798 T2
-0,0000004270 T*
0,0000000171 T*
I m( Z 3 )
0,0056379130
-0,0007436424 T
0,0000116641 T2
-0,0000004180 Ta
-0,0000000111 T4
Zj NEPTUNE
COEFFICIENT
L5 L6 L7 L8
1 -0,000093 0 0 0 0
2 0,001700 0 0 0 0
3 0,003607 0 0 0 0
4 0,008935 0 0 0 0
5 0,000003 0 0 0 0
6 0,000003 0 0 0 0
7 0,000038 0 0 0 0
8 -0,000003 0 0 0 0
9 -0,000050 0 0 0 0
10 -0,000002 0 0 0 0
11 -0.000001 0 0 0 0
12 -0.000001 0 0 0 0
13 -0,000002 0 0 0 0
14 -0,000004 0 0 0 0
15 -0,000005 0 0 0 0
ARGUMENT
P5 P6 P7 P8 05 06 07 08
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 2 0 -1 0 0 0 0
0 0 2 -1 0 0 0 0
0 2 -1 0 0 0 0 0
2 -1 0 0 0 0 0 0
0 -1 2 0 0 0 0 0
0 0 -1 2 0 0 0 0
0 -1 0 2 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 2 0
0 -1 0 0 0 0 2 0
0 1 0 0 0 1 -1 0
0 0 1 0 0 1 -1 0
154
Table 29b (suite)
16 0,000007 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 -1 0
17 0,000005 * 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0
18 0,000003 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0
19 -0,000002 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 0
20 0,000024 0 0 0 0 0 1 -1 1 0 0 0 0
21 -0,000022 0 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 0
22 -0,000014 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 1 0
23 -0,000158 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 1 0
24 0,000002 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 1 0
25 -0,000002 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 1 0
26 -0,000002 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 1 0
27 -0,000004 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 1
28 -0,000004 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 1
29 0,000042 0 0 0 0 0 -2 3 0 0 0 0 0
30 -0,000008 0 0 0 0 0 2 -2 1 0 0 0 0
DEVELOPPEMENT EN TERMES SECULAIRES
Re(Z3) Im(Z 5)
0,0059997757 0,0066924241
0,0000064608 T 0,0000767616 T
-0,0000011250 T2 0,0000007178 T2
-0,0000000268 T3 -0,0000000319 T3
0,0000000011 T* -0,0000000007 T*
Table 30
INEGALITES SECULAIRES DE LA
SOLUTION VS0P82 DE BRETAGNON (1982)
k h q P
Jupiter 0,0469857212 0,0120038575 -.0020656110 0,0111837716
+ 11301038 + 21714936 3134016 - 2342756 T
1093013 + 985854 166739 + 208676 T2
42875 51311 + 7693 + 5072 T3
+ 2054 901 T4
Saturne -.0029600360 0.0554296425 -.0087174744 0,0198914730
52960263 37559389 + 8017150 + 5943977 T
+ 3092841 3199024 + 414228 - 523512 T2
+ 129622 + 159863 19605 - 12722 T3
5996 + 3245 944 + 830 T*
Uranus -.0459513238 0,0056379131 0.0018591508 0.0064861701
+ 1834405 7496435 1244938 - 1174473 T
8085 + 121020 20737 + 31780 T2
4540 4209 + 762 + 732 T3
+ 219 171 l1*
Neptune 0,0059997757 0,0066924241 -.0102914782 0,0115168398
+ 87128 + 782434 7273 + 257554 T
11990 + 8080 657 + 1938 Tz
403 396 + 167 133 T3
T en milliers d'années Juliennes à partir de 2000.0 .
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extrait de série, cette table contient un développement de la série
entière correspondante en termes séculaires. Cette -forme de résultat est
identique à celle de ta solution SV0P82 de Bretagnon (table 30). Une
comparaison peut se -faire sans conversion pour les quatre premières séries
relatives au mouvement des grands axes (solution des variables X ^ ), et
avec conversion pour les quatre dernières séries (solution des variables
ïç ) relatives au mouvement des plans des orbites en raison des expressions
(89) des variables de la théories VS0P82.
(89) k = e.cos(ïï , h = e.sinü3 , q = si n-^- cosft. , p=si n-L si nf| ,
On peut identi-fier la correspondance : X3=k+i„h, où i= V"-T . Par contre,
la variable X5, qui a pour expression si n I.ex p iil ne s'exprime pas aussi
simplement en fonction des variables q et p de Bretagnon. Les conditions
initiales déduites des constantes d'intégration de la théorie VS0P82 sont
données dans la table 25a.
La série 5^ de Duriez (table 24) représente la conjuguée de la série
" Z 3 Jupiter", (Table 29b). La comparaison peut être faite après le calcul
de la conjuguée de la Table 29b par exemple. Mais elles ne sont pas
strictement équivalentes du fait que le groupe de constantes d'intégration
introduit par Duriez est rapporté à l'époque initiale 1950.0, alors que le
résultat donné ici est rapporté à 2000.0. Ces deux époques initiales ne
sont pas très éloignées et on peut trouver dans les deux tables des
amplitudes très proches pour les termes correspondants dans le groupe de
termes linéaires comme dans celui des termes non linéaires.
CALCUL DES TERMES DEPENDANT DES DEGRES DES VARIABLES NEUTRES
83. Les termes considérés font partie de la solution Y. Ils sont
différents des termes à très longues périodes par la présence des
arguments du temps constitués des longitudes moyennes. Un exemple concret
du calcul de ces termes peut être donné par le développement et
l'intégration du groupe de termes formant la grande inégalité Jupiter-
Saturne. Ils portent des degrés supérieurs à 1 des variables neutres :
degrés impairs 3, 5, ... dans les équations de circulation X^ et de
fréquence X2 ; degrés pairs 2, 4 ... dans les équations relatives aux
variables neutres X 3 et X 5.
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Dans notre théorie, le développement des termes dépendant des
variables neutres qui se trouvent dans les seconds membres du système Y
utilise la solution à très longues périodes Z. L'intégration des nouveaux
termes obtenus utilise aussi les fréquences de cette solution à très
longues périodes.
Rappelons les deux étapes de la solution pour Z :
intégration du sytème autonome linéaire avec changement de variables
donnant Z en -fonction des -fonctions du temps U.
Substitution de chacune des fonctions du temps U par une séries de
termes exprimés en fonction des arguments élémentaires obtenus lors de
l'introduction des termes non linéaires. On obtient ainsi Z sous la forme
des séries de termes dont les arguments du temps sont des combinaisons
linéaires des arguments élémentaires.
Le traitement du groupe de termes non linéaires de la solution Y se
compose des étapes suivantes :
Développement des seconds membres par une substitution des variables
contenues dans leurs termes par la solution Z = M.U. On obtient ainsi des
seconds membres dont la fonction du temps de chaque terme périodique est
composée d'un produit de fonctions U et une fonction du temps exprimée par
une combinaison -linéaire des longitudes moyennes. Ce développement donne
aux fonctions du temps des termes de la grande inégalité en longitude la
forme suivante:
(90) Y. u®k -expi (2L5-5L6) - ^ u'^. expi (-2L5 + 5Lg ) .
dans laquelle, les exposants ek sont des entiers positifs ou nuis.
Intégration des seconds membres par rapport au temps. Cette
inégration utilise les fréquences des fonctions monomiales Uj obtenues
lors de la solution du système linéaire Û =tT U.
Substitution de chacune des fonctions monomiales Uj par une séries de
termes exprimés en fonction des arguments élémentaires obtenus lors de
l'introduction des termes non linéaires. On obtient ainsi Y sous forme des
séries de termes dont les arguments du temps sont des combinaisons
linéaires des arguments élémentaires.
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Cette solution pour Y ressemble à la solution Z à très longues
périodes par la même approche : les expressions à traiter sont exprimées
d'abord en fonction des expressions monomiales de Uj de la solution du
système linéaire; après des traitements annexes, on remplace ces monômes
par les séries Uj de la solution du système non linéaire.
84. Pour être strictement conforme à la progression des ordres, les
termes d'ordre 1 se développe au moyen de (Uj)^ de l'ordre 1, les termes
d'ordre 2 au moyen de (Uj)2 obtenus à l'ordre 2. Par conséquent, dans la
phase finale de substitution des fonctions Uj par les séries exprimées en
fonction des arguments élémentaires on doit faire attention s'il s'agit
des éléments appartenant à l'un ou A l'autre groupe.
L'ajustement de la solution à très longues périodes a été réalisé
pour ( Uj >2 à l'ordre 2; la substitution finale de ces fonctions s'effectue
d'une façon directe. Quand t=0, entre ( Uj ),, de l'ordre 1 et ( U / )£ de
l'ordre 2, il existe la relation matricielle :
dans laquelle M1 et M2 représentent respectivement les matrices des
vecteurs propres à l'ordre 1 et à l'ordre 2. On calcule les séries
représentant (Uj à l'aide de cette relation pour la substitution finale
de ces fonctions dans les termes issus du développement à l'ordre 1.
Les contributions à l'ordre 3 de la grande inégalité contiennent à
la fois des fonctions du temps de deux groupes (Uj ), et (Uj)2 provenant
des développements qui utilisent respectivement les résultats de l'ordre 1
et de l'ordre 2. Dans le calcul, ces deux groupes de contributions sont
traités séparément.
La table 31a présente la contribution d'ordre 1 de la grande
inégalité en longitude avant la substitution. La table 31b donne la même
contribution développée en fonction des arguments élémentaires. Dans la
table 31a, certaines combinaisons des fonctions Uj apparaissent deux fois.
Les termes correspondants sont des contributions des degrés 3 et 5. Des
marques distinctives ne sont pas données dans la table, mais on peut les
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EVOLUTION DE LA SOLUTION POUR LA GRANDE INEGALITE EN
LONGITUDE DE JUPITER. Extrait limité au cas de l'ordre 1
Table 31a :* SOLUTION EXPRIMEE EN FONCTION DES FONCTIONS Uj
16 colonnes donnant les EXPOSANTS des
COEFFICIENT
(" par an)
fonctIons UJ et de leurs conjuguées 0] ARGUMENT
L5 L6 L7 L8
J-1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
1 -1656669,77 3 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 -5 0 0
2 421658,27 2 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 -5 0 0
3 290916,13 1 2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 -5 0 0
4 157200,36 0 3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 -5 0 0
5 -784541,08 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
6 -402774,14 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
7 -159904,86 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
8 -49037,75 1 3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
9 5128157,75 4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
10 -4077857.96 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
1 1 43413,83 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
12 -1250227,11 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
13 1925,27 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
14 -112449,28 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
15 -2332,03 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
16 -2081,40 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
17 -463,63 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
18 -23956,01 0 4 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
19 -605997,53 3 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
20 277375,58 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
21 -2407,40 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
22 52507,13 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
23 408,82 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
24 1832,56 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
25 211,43 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
26 -6682,42 1 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
27 -600,78 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
28 -874,48 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
29 -36508.29 2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
30 -7818,37 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
31 -354,39 0 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
32 1792,46 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
33 345353,63 2 0 0 0 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
34 940,59 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
35 1255,13 0 1 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
36 95967,65 0 2 0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
37 -260,83 0 0 1 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
38 145678,85 2 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
39 400,49 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
40 533,82 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
41 -74682,51 2 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
42 -271,06 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
43 -325576,09 3 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 2 -5 0 0
44 1627271,40 3 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 2 -5 0 0
45 -391181,96 2 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 2 -5 0 0
46 -193441,49 1 2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 2 -5 0 0
47 -148270,86 0 3 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 2 -5 0 0
48 -363169,86 2 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
49 -570,35 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
50 -991,76 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
51 -1348,01 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
52 -103941,61 0 2 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
53 -3956,72 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
54 10914,86 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
55 1699,73 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
56 -768639,44 2 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
57 5546098,13 2 0 0 0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
58 -623812,61 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
59 13417,35 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
60 -97148,08 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
61 1913.43 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
62 -293343.64 0 2 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
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Tablé 31a (suite)
63 18707,16 0 0 1 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -5 0 0
64 -18707,16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 2 -2 5 0 0
65 293343,64 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 2 -2 5 0 0
66 97148,08 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 -2 5 0 0
67 -1913,43 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 -2 5 0 0
68 623812,61 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2 -2 5 0 0
69 -13417,35 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2 -2 5 0 0
70 -5546098.13 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 2 -2 5 0 0
71 768639.44 0 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 2 -2 5 0 0
72 -1699,73 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 -2 5 0 0
73 -10914,86 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 -2 5 0 0
74 3956,72 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 -2 5 0 0
75 103941,61 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 1 -2 5 0 0
76 1348,01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 -2 5 0 0
77 570,35 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 -2 5 0 0
78 991,76 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 -2 5 0 0
79 363169,86 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 1 0 0 1 -2 5 0 0
80 148270,86 0 0 0 0 1 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 1 -2 5 0 0
81 193441,49 0 0 0 0 1 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 1 -2 5 0 0
82 391181,96 0 0 0 0 1 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 1 -2 5 0 0
83 -1627271,40 0 0 0 0 1 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 1 -2 5 0 0
84 325576,09 0 0 0 0 0 0 1 0 3 0 0 0 0 0 0 1 -2 5 0 0
85 271,06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 -2 5 0 0
86 74682,51 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 1 0 1 0 -2 5 0 0
87 -533,82 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 -2 5 0 0
88 -400,49 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 -2 5 0 0
89 -145678,85 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 1 1 0 0 -2 5 0 0
90 260,83 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 0 0 -2 5 0 0
91 -95967,65 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 -2 5 0 0
92 -1255,13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0 -2 5 0 0
93 -940,59 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 2 0 0 0 -2 5 0 0
94 -345353,63 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 -2 5 0 0
95 -1792.46 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 -2 5 0 0
96 354,39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 0 -2 5 0 0
97 7818,37 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 -2 5 0 0
98 36508,29 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0 -2 5 0 0
99 874,48 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
100 600,78 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
101 6682,42 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
102 -1832,56 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
103 -211,43 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
104 -52507,13 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
105 -408,82 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
106 -277375,58 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
107 -2407,40 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
108 605997,53 0 1 0 0 0 0 0 0 3 0 1 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
109 23956,01 1 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
110 2081,40 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
111 463.63 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
112 112449,28 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
113 2332,03 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
114 1250227,11 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
115 -1925,27 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
1 16 4077857,96 * 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
117 -43413,83 « 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
118 -5128157,75 0 1 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
119 49037,75 0 0 1 0 0 0 0 0 1 3 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
120 159904,86 0 0 1 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
121 402774,14 0 0 1 0 0 0 0 0 3 1 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
122 784541,08 0 0 1 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 -2 5 0 0
123 -157200,36 0 0 0 0 0 0 0 1 0 3 0 0 1 0 0 0 -2 5 0 0
124 -290916,13 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 0 0 1 0 0 0 -2 5 0 0
125 -421658,27 0 0 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 1 0 0 0 -2 5 0 0
126 1656669,77 0 0 0 0 0 0 0 1 3 0 0 0 1 0 0 0 -2 5 0 0
* Dans cette table, certa1n®scomb1na1sons en Uj: apparaissent 2 fols :
les termes correspondants proviennent de degrés différents 3 et 5.
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Table 31b : SOLUTION EXPRIMEE EN FONCTION DES ARGUMENTS ELEMENTAIRES.
Extrait limité aux termes plus grands que 0M,1 du
développement de la grande Inégalité à l'ordre 1.
COEFFICIENT
ARGUMENT
ir~ Iui L6 L7 L8 P5 P6 P7 P8 05
I
I(OiO Q7 08
1 -1081,95 2 -5 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0
2 -332,14 2 -5 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0
3 -137,65 2 -5 0 0 4 -1 0 0 0 0 0 0
4 83,36 2 -5 0 0 3 1 -1 0 0 0 0 0
5 -79,73 2 -5 0 0 3 -1 1 0 0 0 0 0
6 16,37 2 -5 0 0 4 0 -1 0 0 0 0 0
7 15,95 2 -5 0 0 2 2 -1 0 0 0 0 0
8 -15,94 2 -5 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2
9 -13,43 2 -5 0 0 1 2 0 0 0 0 0 0
10 -8,38 2 -5 0 0 5 -2 0 0 0 0 0 0
11 -6,48 2 -5 0 0 4 -2 1 0 0 0 0 0
12 -3,11 2 -5 0 0 2 1 0 0 0 0 1 -1
13 3,08 2 -5 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0
14 2,78 2 -5 0 0 2 0 1 0 0 0 0 0
15 -2,58 2 -5 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2
16 -2,09 2 -5 0 0 3 2 -2 0 0 0 0 0
17 -2,04 2 -5 0 0 3 -2 2 0 0 0 0 0
18 1,70 2 -5 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0
19 1,43 2 -5 0 0 5 -1 -1 0 0 0 0 0
20 -1,36 2 -5 0 0 3 1 0 -1 0 0 0 0
21 1,28 2 -5 0 0 3 -1 0 1 0 0 0 0
22 0,72 2 -5 0 0 3 0 0 0 -1 0 0 1
23 0,66 2 -5 0 0 2 -1 2 0 0 0 0 0
24 -0,65 2 -5 0 0 1 2 0 0 0 0 1 -1
25 -0,64 2 -5 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0
26 -0,55 2 -5 0 0 4 1 -2 0 0 0 0 0
27 -0,55 2 -5 0 0 3 0 0 0 1 0 0 -1
28 -0,52 2 -5 0 0 4 0 0 -1 0 0 0 0
29 0,48 2 -5 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0
30 -0,46 2 -5 0 0 2 0 1 0 0 0 1 -1
31 -0,40 2 -5 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0
32 0,35 2 -5 0 0 2 -1 0 0 2 0 0 0
33 -0,31 2 -5 0 0 3 0 -1 1 0 0 0 0
34 0,31 2 -5 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 2
35 0,30 2 -5 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1
36 -0,30 2 -5 0 0 1 -1 1 0 0 0 0 2
37 -0,29 2 -5 0 0 4 -1 0 0 -1 0 0 1
38 -0,28 2 -5 0 0 6 -3 0 0 0 0 0 0
39 -0,26 2 -5 0 0 5 0 0 0 0 0 0 -2
40 -0,26 2 -5 0 0 3 0 0 0 0 0 1 -1
41 -0,26 2 -5 0 0 2 2 0 -1 0 0 0 0
42 -0,26 2 -5 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1
43 0,25 2 -5 0 0 1 0 0 0 2 0 0 0
44 -0,25 2 -5 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 2
45 -0,23 2 -5 0 0 1 3 -1 0 0 0 0 0
46 -0,23 2 -5 0 0 5 -3 1 0 0 0 0 0
47 -0,21 2 -5 0 0 2 1 0 0 1 0 0 -1
48 0,20 2 -5 0 0 2 1 0 0 -1 0 0 1
49 -0, 19 2 -5 0 0 2 1 0 0 0 1 0 -1
50 -0, 18 2 -5 0 0 4 1 0 0 0 0 0 -2
51 0, 17 2 -5 0 0 3 0 1 -1 0 0 0 0
52 -0,16 2 -5 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1
53 0,16 2 -5 0 0 2 2 -1 0 0 0 1 -1
54 -0. 16 2 -5 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1
55 -0, 16 2 -5 0 0 2 3 -2 0 0 0 0 0
56 0, 15 2 -5 0 0 4 1 0 0 -2 0 0 0
57 0,15 2 -5 0 0 0 0 1 0 0 0 0 2
58 -0, 14 2 -5 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0
59 0, 13 2 -5 0 0 -1 4 0 0 0 0 0 0
60 0, 13 2 -5 0 0 5 0 0 0 -2 0 0 0
61 0,12 2 -5 0 0 -1 2 0 0 2 0 0 0
62 -0,12 2 -5 0 0 2 -1 0 0 1 0 0 1
63 0, 12 2 -5 0 0 3 0 0 0 0 o -1 1
64 0,11 2 -5 0 0 -1 2 0 0 0 0 0 2
65 0,11 2 -5 0 0 4 -2 0 1 0 0 0 0
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reconnaître facilement car la contribution du degré 3 est toujours plus
importante que celle du degré 5.
La table 32 donne le développement des contributions ordre par ordre
du résultat sous la forme des inégalités séculaires. Un calcul comparatif
par évaluation numérique a permis de donner l'évolution en fonction du
temps de l'écart en amplitude de la grande inégalité en longitude donnée
par ces termes par rapport à celle de la théorie séculaire VS0P82. Cet
écart reste inférieur à 4" sur 2000 ans.
L'utilisation des valeurs propres numériques dans l'intégration ne
permet pas d'obtenir une séparation nette des ordres dès l'ordre 2.
L'exemple simple ci-dessous montre les raisons principales.
Un terme développé à l'ordre 1 peut générer, lors de l'intégration,
des termes d'ordres supérieurs du fait que le facteur d'intégration
Table 32 : DEVELOPPEMENT DE LA GRANDE INEGALITE EN
LONGITUDE DE JUPITER EN TERMES SECULAIRES.
^Le développement donne une série de la forme .
s1n (2L5- 5Lfe) + JT o<ckTk cos (2LS- 5Lc)
k*0 k=o
LISTE DES COEFFICIENTS c*sk des fonctions Tk s1n(2L_f-5l_6 )
k -ordre 1 ordre 2(+) ordre 3(+) Total VS0P82
0 -1056,8543 -77,5421 -30,6988 -1165,0952 1168,5331
1 + 119,0961 + 9.1353 + 3,5152 + 131,7466 + 133,2654
2 + 79,5092 + 5,7897 + 2,3153 + 87,6142 + 88,9275
3 5,6132 - 0,4103 - 0,1646 6,1881 - 7,2625
4 0,9769 - 0,0714 - 0,0284 1,0767 - 1,0129
5 + 0,0655 + 0,0047 + 0,0019 + 0,0721 + 0,0891
LISTE DES COEFFICIENTS des fonctions T kCOS(2Lr-5Lé)
k ordre 1 ordre 2( + ) ordre 3(+) Total VS0P82
0 - 169,4573 -12,9536 - 5,0707 187,4816 - 184,0605
1 - 405,5156 -30,1803 -11,8340 - 447,5399 - 452,8855
2 33,1250 + 2,4740 + 0,9738 + 36,6716 + 39,7507
3 + 10,2238 + 0,7468 0,2978 + 11,2684 + 11,2708
4 - 0,6834 - 0,0497 - 0,0200 - 0,7531 - 0,9387
5 - 0,0732 - 0,0054 - 0,0021 — 0,0807 - 0,0504
T en milliers d'années Jullennes à partir de 2000.0 .
est donné par 1 '
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cor respondant à un argument tel que 2L£-5Lg+317^
expression :
1
2N5-5N6+3g5
dans laquelle 2 N 5- - 5 N 6 est numérique et où g5 est une valeur propre qui
peut être exprimée analytiquement sous la -forme d'un polynôme des masses
perturbatrices. Ceci est évident, car ce sont les masses qui donnent du
mouvement aux grands axes et aux plans des orbites. Ce -facteur
d'intégration peut être développé en série, dans laquelle le terme d'ordre
zéro des masses a une valeur prépondérante et les termes d'ordres
supérieurs ont des modules de plus en plus faibles. L'utilisation des
valeurs propres numériques a pour effet de regrouper les petits termes
d'ordres plus élevés dans un seul terme portant l'ordre issu du
développement qui précède l'intégration. Certains travaux récents (Duriez,
1983 et Thuillot, 1984) donnent des exemples de traitement permettant de
donner les valeurs propres sous une forme analytique en fonction des
variations des masses pour des études de comportement des orbites lors des
variations de ces paramètres. Le problème posé ici est différent, car on a
besoin des expressions des valeurs propres en fonction des masses et non
de leurs variations.
Par suite de l'emploi des valeurs propres numériques dans
1 ' intégration, la contribution d'ordre 2 de la table 32 contient une
faible partie provenant des ordres supérieurs; pour cette raison, elle est
notée "ordre 2 ( + ) " sur cette table. Il en est de même pour la contribution
d'ordre 3.
PERSPECTIVES D'UTILISATION DE LA THEORIE DU MOUVEMENT DE QUATRE GROSSES
PLANETES.
85. La présentation des résultats de la grande inégalité, sous la forme
des séries de dimension importante, montre qu'une théorie analytique est
de loin plus volumineuse qu'une théorie séculaire surtout dans le cas
planétaire où les excentrici tés propres et les inclinaisons propres sont
importantes. L'utilisation d'une telle théorie quasi-périodique peut être
difficile en raison du nombre important d'inégalités. Heureusement, dans
le cas particulier du calcul des inégalités du mouvement des satelites
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galiléens, on ne retient que des termes ayant une amplitude supérieure à
211.
On dispose, par cette voie, d'une théorie de Jupiter de présentation
adéquate qu'on utilise ensuite comme théorie du Soleil jovicentrique dans
le calcul des perturbations du mouvement des satellites galiléens. Le but
recherché est atteint, car la théorie construite donne les fonctions du
temps des inégalités obtenues sous la -forme des combinaisons linéaires des
arguments élémentaires. Cette présentation est compatible avec la théorie
des satellites galiléens en construction. Elle facilite le travail de
codification et de traitement informatique, elle facilite également
l'utilisation ultérieure de la théorie dans le calcul des éphémérides.
uaÀou.1 n p sa^x33!!03 ? X ? x u 0 sjnaij^dns sajpjo sap s a i q i s u a s suoiqnqijquoa
sa-} -squçqsuoD sajq^ujpjpd sqiqad sap uot^duo^ ua anbiqÀfPUF auuo-i
snos nuaqqo xsa £ ajpjo,p aqueuuos^j uou ajip i p?mjaqui uoixnios *"1
•ajipios uoiqçqjnqjed F] ap xueu3A s?xne&?uf sap xn DI ^D
aj suep uo i qes t | nn , I jnod anb i jquaa TAOf naI0S np aijo^qx aun
‘^Aa^ ^j6ap ap saujjax sap uoixnios aun
‘ a nauuo ï}p î jpa uoixnios pi ap uo i qeuj i xo jddp aj^iuiaud aun
‘uoiqpjqn eï aP uoix?nb£,i ap uoixnios aun
‘squeqsuoD sajq^ujpjpd
sxiX3^ sap uo i x3UC4 ua anbixAiPUP ajipip^ujjaxui uoixnios aun
: quauiaAissaaans u u o p quo sudauqua x n p a p j x s a ~|
•anbiJ^umu aujjoj- snos anuaqqo quaujaipb^ ?x?
p uoixe-Jqn Pf ap aouanb^j} pi ‘uoixejqn eï aP uoixenb?,! ap uaixnlD5?-J
PI supq ’aujouoxnp au^qs/s np uo-tqn^os^j pi ap sjo] sasspu) sap uoixauox
ua anbixAiPUP auuoj. aun snos sajqn suoi^npso sap sapoiJ^d sanbuoi
s^jq ç saujjaq sap saouanb^j* sa| no sajdojd sjnajPA sa] spd xu3nP0,u
uo,i anb np OP X53 1333 mz ajpjo,] s^p aqqau snid xs3,u sajpjo sap
uo tqpjpd^s pi sipui ‘sqoajJOD sqpqins^j sap asodsip uo, { anb ajquou) apnx?
axx33 'sanbij^iunu sajdojd sjnaiPA sap uo 1 x?s 11T}n, 1 JÇC* a 1 iauuo 1 xe i jpa
uoixnios pi ap xe^Ins?J aT supp a^xT^TI ?X? e asnajnobij anbixAiPUP
uoiXFXuas?-Jci pi sioxaxnox -axupuuos^j uou aj ip 1 p?wjaxu 1 uoixnios pi supp
aiia^j uofipj- ap anuaqqo x5a ?XT3Aipup axxa3 '•oxa sanbisAqd sajx^weued
sap uoixauof ua uoixnios pi ap uo 1 x?31 j 1 potu pi ap apnx?,p ^XTIT^PX
‘saujj'ax saa ap auibijo,! ap xa saujjax sap sajpjo sap aiiopj- uoixe3txiXuaPÏ
: xnajqwou xu°5 uoixexü3S?Jd axx33 aP s36pxupap 533 *sanbisAqd
saxuexsuo3 sap uoixauox ua uoixnios pi ap anbixAiPUP uo ixexu3S?Jdaj pi
aiqissod uioi snid ai jassnod ç aqojaqo iïpapjx Xuas?Jd ai ‘aïOA axx33 Jns
sdmax ap a^jnp an6uoi s$jx aun jns ^XTP?IeA aun sx^Xins^j xnp jauuop ap
Xaujjad uo 1 xpXuas^jd axx33 ’sdtuax np sanb 1 po 1 j^d-ispnb suoixauox sap awjoj
PI s^xTIe&^uT xne auuop a^ijdojddp snid pi uoixnios p-| •jaxtdnp ap jnoxna
apidpj ipxiqjo xu3tJ,3Anou) un p sua^nipb saxniax^s sap auj^xsAs a^
N 0 I S n 1 3 N 0 3
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d'une approche utilisant le développement des facteurs d'intégration. On
obtient ainsi des contributions jusqu'à l'ordre 7 sous forme analytique.
Le développement du second membre de l'équation de la libration
réalisé ici est plus complet que ceux des travaux connus sur deux points :
la présence des termes de degrés 3 et 4 et l'utilisation des grandes
inégalités sous forme de composantes. L'évaluation numérique des
différentes contributions a permis de montrer l'origine des différences
entre le résultat obtenu et ceux des autres théories.
La solution variationnelle présentée ici est obtenue à la première
approximation. Elle fournit la solution à très longue période des
oscillations libres des orbites par la résolution du système critique et
des termes périodiques de plus courtes périodes qui dépendent de cette
solution à très longue période. Le résultat est présenté sous la forme des
tables de comparaison.
Le groupe de termes dits de de Haerdtl de degré 4 a été développé
d'une façon plus complète que ceux des théories connues. Les variables
d'inclinaison ont été introduites dans le développement, ce qui n'a pas
été fait auparavant. Par rapport aux anciens résultats, qui ne donnent que
des inégalités de la longitude moyenne, ce calcul fournit des compléments
des inégalités de la longitude moyenne et aussi des inégalités de la
longitude vraie, du rayon-vecteur et de la latitude.
Dans le quatrième chapitre nous exposons une étude sur les effets de
troncature dans le développement des termes solaires. Ce travail essaie de
donner une explication sur quelques différences obtenues par notre théorie
et les théories de Sampson et de Lieske. Ce chapitre aborde aussi le choix
de la théorie du soleil jovicentrique à utiliser dans le calcul des
inégalités dues à l'attraction solaire. Cette étude conduit à la
construction d'une théorie des quatre grandes planètes. La théorie de
Jupiter obtenue est utilisée comme théorie du soleil jovicentrique. Elle
permet d'obtenir les inégalités sous une forme quasi-périodique de
présentation compatible avec les autres groupes d'inégalités dans l'étude
du mouvement des satellites galiléens.
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